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Ziwischen der ersten und zweiten von den Epochen, die Chasles

in seiner Geschichte der Geometrie unterschieden hat, liegt ein Zeit-

raum von beinahe 1000 Jahren, in denen von einem Fortschreiten der

Geometrie als Wissenschaft mit Ausnahme des Zweiges der sphärischen

Trigonometrie keine Spur sich zeigt. Die Geschichte der Mathematik

soll aber auch kund geben, was in den Zeiten der Stockung produk-

tiver Thätigkeit geschehen ist und welcher Art die Beschäftigung mit

dem Gegenstande gewesen ist, der, wenn er auch bei dem Mangel an

Fähigkeit dafür in der Höhe wissenschaftlicher Arbeiten nicht erhalten

wurde, doch im gewöhnlichen Leben sich geltend machte, und nicht

ganz ausser Betrieb kommen konnte. Die Lücke, welche scheinbar

in dem vorzüglichen Werk des französischen Geometers vorhanden ist,

hat derselbe durch die Note XII (S. 459 &.) in ebenso vorzüglicher

Weise ausgefüllt. Gleichwohl eine neue Arbeit darüber zu versuchen

rechtfertigt sich dadurch, dass in den 30 Jahren, seit Chasles' aper9ue

historique etc. erschienen ist (1837), gerade über jene Zeit neue Un-

tersuchungen angestellt und Werke, die dafür von Bedeutung sind, in

neuen oder erstmaligen Ausgaben gedruckt wurden. Es ist genügend

für erstere an die Arbeiten von Chasles selbst, von Woepcke, Martin,

Gerhardt, Cantor zu erinnern und von letzteren die gromatici von

Lachmann, den calculus des Victorius von Christ, die Werke Gerberts

von Olleris, die des Leonardo von Pisa von Boncompagni, des Hero

von Hultsch, die Arithmetik des Nikomachus von Hoche, das Rechen-

buch des Plauudes von Gerhardt zu nennen.

Ein genaueres Eingehen auf diese Leistungen zeigt bald, dass

man es in der Hauptsache nur mit den Elementen der Mathematik zu

thun hat und jene Zeit grössteutheils eine solche gewesen ist, in der

es schon als ein bedeutendes Wissen gerühmt wurde, wenn Jemand

die elementarsten Kenntnisse inne hatte, da die ungeheuere Mehrzahl

Anm. Der Anfang dieses Werkes bis N. 34 erschien als Programm der

Studienanstalt Hof ibü8.

Friedlein, dement. Arithm, ]_ '



nicht einmal diese verstand und es mit o-rosseni Aufwand auch ver-

bunden war, dieselben sich zu verschajfifen. Es konnte daher nicht

fehlen, dass man auch nach dem Ursprung des elementaren Rechnens

und der einfachsten Feldmesskunst fragte und insbesondere über das

Alter imd die Herkunft unserer jetzt gebräuchlichen Ziffern und

des Rechnens damit nachforschte. So wurden auch frühere Zeiten in

so weit in Betracht gezogen, als auch in ihnen neben den wissen-

schaftlichen Arbeiten das Leben der Elemente der Mathematik im

Handel und Wandel bedurfte und zu schriftlichen Aufzeichnungen von

Zahlen besondere Zeichen dafür, zum Rechnen Hülfsmittel und Me-

thoden, zum Darstellen und Ausmessen des Grundbesitzes, zur Bestim-

mung von Weglängen, von Flächeninhalten, von Raumgrössen Figuren

und Masse nöthig waren. Dies führte zur Zusammenstellung der

Zahlzeichen der verschiedenen Völker, wie eine solche sich findet

in Pihan's Expose des signes de numeration und zu erneuten Be-

mühungen über die Masse der Alten, von denen als vorzügliche

Früchte die Metrologie und die metrologicorum scriptorum reliquiae

von Hultsch und das Werk von Brandis »Das Münz-, Mass- und

Gewichtswesen in Vorderasien bis auf Alexander den Grossen. Berlin

1866« vorliegen. Die Geschichte der elementaren Mathema-
tik selbst fand eine gelegentliche Berücksichtigung, wie in Cantor's

mathematischen Beiträgen zum Kulturleben der Völker, und in der

Encyklopädie von Schmidt ist im Artikel »Rechnen« von Wilder-

muth ein sehr beachtenswerther Anfang gemacht.

Von dieser Geschichte der elementaren Mathematik einen Theil

als abgesonderte Aufgabe für sich zu nehmen und zwar zunächst die

elementare Arithmetik ist der Zweck der nachfolgenden Darlegungen.

Die Grenzen sind die Spuren des elementaren Rechnens der Griechen

und Römer einerseits und das Werk des Leonardo von Pisa anderer-

seits. Innerhalb dieses Gebietes scheiden sich die Untersuchungen in

die über die Darstellung der Zahlen und in die über die Art

und Methode des Rechnens damit. Die elementare Geometrie

hoffe ich gleichfalls in einiger Zeit darlegen zu können.

Da im Folgenden eine ziemliche Anzahl von Werken wiederholt

zu erwähnen ist, so stelle ich hier die am häufigsten vorkommenden

zusammen mit Angabe der kurzen Bezeichnung, die ich angewendet

habe.

Boetius == Boetii de inst, arithm. libri duo, de inst. mus. libri

quinque. Accedit geometria quae fertur Boetii. Ed. G. Fried-

lein. Lipsiae MDCCCLXVH.
ßrngsch = Numerorum apud veteres Aegyptios demoticorum doc-



triiia ex papyris et iuscript. illustrata auct. H. Brugsch. Berolini

MDCCCXLIX.
Cantor, m. B, =^ Mathematische Beiträge zum Kulturleben der

Völker. Von Dr. M. Cantor. Mit vier Tafeln. Halle 1863.

Chasles I =: Geschichte der Geometrie von Chasles, aus dem Fran-

zösischen übertragen durch Dr. A. Sohncke. Halle 1839.

Chasles H == Comptes rendus XVI. 1843. p. 156—173. 218—246.

281—299. 1393—1420.

Gerbert etc. = Gerbert, die Geometrie des Boethius und die indi-

schen Ziffern. Von Dr. G. Friedlein. Mit 6 lith. Tafeln. Er-

langen 1861.

Heron r= Heronis Alexandr. geom. et stereom. reliquiae. Accedunt

Didymi mens, et anonymi var. collectiones. Ed. Fr. Hultsch.

Berolini MDCCCLXIV.
Hultsch, M. = Griechische und römische Metrologie von Fr.

Hultsch. Berlin 1862.

Hultsch I rr Metrologicorum scriptorum reliquiae. Ed. Fr. Hultsch.

Vol. I. Lipsiae MDCCCLXIV.
Hultsch II = Metrologicorum scriptorum reliquiae. Ed. Fr. Hultsch.

Vol. n. Lipsiae MDCCCLXVI.
Huschke ^=: Die iguvischeu Tafeln nebst den kleineren umbrischeu

Inschriften, von E. Huschke. Leipzig 1859.

Marquardt =: Handbuch der röm. Alterthümer von Becker —
Marquardt.

Martin I =: Revue archeologique XIII. Oct. 1856 — Mars 1857.

p. 509-543. 588-609.

Martin II = Annali di matematica pubbl. da B. Tortolini. T. V.

Roma 1863.

Mommsen I = Die unteritalischen Dialekte von Th. Mommsen.

Leipzig 1840.

Mommsen II rr Ueber das röm. Münzwesen von Th. Mommsen.

Abhandl. der k. sächs. Gesellsch. d. Wiss. II, S. 223—427.

Mommsen III =: Ueber den Verfall des römischen Münzwesens in

der Kaiserzeit. Ebendort III, S. 180-312.

Mommsen IV = Ueber das Edict Diocletians de pretiis rerum

venalium vom Jahr 301. Ebendort III, S. 1—80 u. 383—400.

Nessel mann = Die Algebra der Griechen. Von Dr. G. H. F.

Nesselmaun. Berlin 1842.

Olleris =r Oeuvres de Gerbert coUationnees sur les manuscrits,

precedees de sa biographie, suivies de uotes crit. et bist, par

A. Olleris. Cleriuout Ferrand. Paris 1867.
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Pihan -=. Pihau, Expose des signes de numeration usites chez les

peuples orieutaux auciens et modernes. Paris 1860.

Rödiger == Vortrag des Prof. Rödiger »lieber die im Orient ge-

bräuchliche Fingersprache für den Ausdruck der Zahlen«. Jah-

resbericht der Deutschen morgenländischen Gesellschaft für 1845

S. 111- 129.

Terquem = Bulletin de bibliographie, d'histoire et de biographie

mathematiques, par M. Terquem. I—V. Paris 1855—1859.

Woepcke I == Sur l'introduction de Tarithmetique indienne en occi-

deut. Par M. F. Woepcke. Rome 1859.

Woepcke II = Journal asiatique 1863, p. 27 — 79. 234 — 290.

442 — 529.

Z =: Zeitschrift für Mathematik und Physik.

I. Die Darstellung der Zahlen.

1) Bei den Grriechen.

1) Wie allenthalben, so findet sich auch bei den Griechen die

einfachste und natürlichste Art der Darstellung von Zahlen durch wie-

derholtes Hinlegen gleicher Gegenstände, wie Steinchen, und wie-

derholte Anwendung von Strichen oder Buchstaben u. ä. Auch heu-

tigen Tages niuss man sie ja in solchen Fällen anwenden, wo in Ab-

straktionen noch Ungeübte zu unterrichten oder zu überzeugen sind,

oder bestimmte Anordnungen zugleich damit verbunden sind, wie bei

der Versiunlichung der figurirteu Zahlen. Vgl. Nesselmauu S. 63—64,

Bekker, Charikles I, S. 50—51, ferner Stellen wie die, welche Gruppe,

lieber die Fragmente des Archytas S. 37 mittheilt: öneg ^^Q^maq

not €(pr} noteiy E}]qvxop diad^äi^ra rcpcig iprjcfüvg " Xiyat yag wq öde

IJktf ayOQMTiov äoid^ixög, oös de %7inov , od^ aXXov nvog Tvyx^^^^-

(Theophrast, Met. p. 312 ed. Brandis) und Nikomachos, aQid^ii. atgay. II, 6,

2

S. 83 der Ausgabe von Hoche: ^ de (pvaixrj xal a^idodog xccl dia xovto

anXovGTätri crijfieio'ycn.g tmi^ aQi&ixooi^ elrj av t] tmv iiovccÖmv tMV EV

ixccffto) ovffcop TtaqüllriXog h'x&eacg ' oiop piag /i-tV ^lovädog YQCi(pfi

diu Tov kvug äX(fa Gruistov earai tov evög, x. t. X. Sicherlich dien-

ten auch die Finger zur Veranschaulichung der Zahlen bis Zehn

durch blosses Ausstrecken der nöthigen Anzahl derselben. Das Verbura

neiinäX^eiv {ävansiinä'Qaiv) deutet darauf hin. Ebenso das Moraspiel,

das auch bei den alten Griechen nachweisbar ist. S. Marquardt, V, 2

S. 415. Dass in der frühesten Zeit nur diese ursprünglichste Dar-



Stellung einer Zahl durch Striche angenommen wurde, sagt Jamblichus

(s. Nesselmann S. 202 Anm. 43 und Cantor m. B. S. 112), ohne dass

wir wissen, mit welchem Grunde. Ein Beispiel allerdings ist in einer

Inschrift auf einem Stein erhalten: k'reog |||nil- S. Cantor m. B.

S. 113 und Martin II, S. 285. Als ein mögliches Vorbild kann man

auch die hieroglyphische und auch die phönizische Schreibweise der

Zahlen ansehen, bei der die Zeichen für die Einer, Zehner, Hunderter,

Tausender bis zu 9 wiederholt gesetzt wurden. S. Brugsch, Tafel III,

Pihan S. 25—41 und 162—168.

2) Die Nothwendigkeit auch grössere Zahlen als Zehn darzustel-

len, führte zu Vereinfachungen, und es sind 4 Arten derselben, die

sich vorfinden,

1) die Anwendung von Recheninstrumenten,

2) die Festsetzung bestimmter Biegungen und Stellungen der

Finger,

3) der Gebrauch zusammenfassender Zeichen,

4) die Verwendung der Buchstaben als Zahlzeichen.

Die Anwendung von Ziffern ist strittig.

8) Das Instrument, das die Griechen zum Rechnen anwende-

ten, hat die Namen aßa^ und aßäxiov und hatte als Hauptbestand-

theil eine Tafel, auf welche Rechensteine, \p^(foi, so gelegt wurden,

dass man aus ihrer Lage den Zahlenwerth entnehmen konnte. So viel

allein geht aus den Stellen hervor, welche Bekker im Charikles I S.

50—51 angiebt. Wie derWerthder einzelnen Steine bestimmt wurde,

wissen wir nicht. Es sind höchstens Analogieschlüsse von dem römi-

schen Abacus zu machen und da wir dessen Einrichtung genau ken-

nen, so wird bei diesem hierüber das Nähere gesagt werden. Die

Salaminische Tafel (s. Cantor ra. B. S. 132 und 136—137 und Z.

IX, S. 298) führt über blosse Vermuthungen nicht hinaus, von denen

die wahrscheinlichste noch die ist, dass wagrechte Linien gezogen

waren, auf welche die Rechensteine gelegt wurden. Dies scheint auch

die Stelle im Herodot 2, 36 anzudeuten (Z. IX. S. 299). Nesselmann

(S. 107— 108) glaubt, dass die Griechen bald vom Rechnen mit den

ipritpoi zu dem graphischen übergingen.

4) Ueber das Rechnen mit den Fingern findet sich die umfas-

sendste Zusammenstellung in dem Vortrag Rödiger's. Es ergiebt sich

aus demselben (S. 121), dass diese Art zu rechnen im Alterthum all-

gemeine Anwendung in allen Schichten der Gesellschaft fand. Da
das älteste erhaltene Schriftwerk darüber die exrfQamg daxtvXixov

[itTQOv von Nicolaus Smyrnaeus (Artabasda, Rhabda, wohl aus der



Zeit vor dem 8. Jalirh.) ist, so ist es am angemessensten hier noch

etwas näher auf diese Art elementarer Rechenkunst einzugehen.

5) Die mit nebeneinander ausgestreckten Fingern {cpvaixMV ^nXw-

(itvuiv Kai fiij ^(^MotCiOiitPoav an aXXijXoov äXXd cfvvr^iinEVMV daxrvXwv)

gerade aufwärts gehaltene Hand, deren Fläche dem zugewendet wurde,

mit dem man rechnete, bildete gleichsam die Tafel für die Operation.

Bei dieser unterschied man beim 3. 4. und 5. Finger das avuTtXXsiv

von dem mit ixtslpsiv verbundenen xXlvsiv. Bei ersterem scheinen

die Finger so eingebogen worden zu sein, dass das unterste Glied nach

aufwärts stand und also die Handfläche von der Fingerspitze nicht be-

rührt wurde, bei letzterem wurde auch das unterste Glied umgelegt,

so dass die Fingerspitze auf die Fläche der Hand traf. Man kann

jenes kurz mit einbiegen, dieses mit umlegen bezeichnen.

Um nun 1 darzustellen bog mau bei der linken Hand den

fünften Finger ein, für 2 den vierten und fünften, für 3 den dritten,

vierten und fünften, für 4 den dritten und vierten, für 5 den dritten,

für 6 den vierten, für 7 legte man den fünften um, für 8 den vier-

ten und fünften, für 9 den dritten, vierten und fünften.

That man das Nämliche mit der rechten Hand, so bedeutete

dies 1000 bis 9000.

6) Für 10 bog man an der linken Hand den Zeigefinger zum

Daumen, dass sein oberstes Glied an das untere Glied des Daumens

sich anlegte und die Gestalt eines (umgestellten) Sigma (d) entstand.

Für 20 blieb der Zeigefinger gerade, die anderen Finger wurden ein

wenig gegen die Handfläche geneigt und der Daumen zwischen sie

und das untere Glied des Zeigefingers gelegt. Für 30 brachte man die

Spitzen von Daumen und Zeigefinger zusammen und streckte sie zu-

sammen vorwärts. Für 40 streckte man den Daumen nach Aussen so

zurück, dass er über den Zeigefinger wie ein (umgekehrtes) Gamma
(q) hinausstand. Für 50 legte man den Daumen wie ein Gamma (7^)

nach Jinnen an den Ballen {cTijd^og) des Zeigefingers. Für 60 ge-

schah dasselbe, wie für 50, nur wurde der Zeigefinger über den Dau-

men gebogen, dass er mit der Spitze den Ballen des Daumens berührte.

Für 70 wurde der Zeigefinger über den Nagelrand des Daumens ge-

legt, der selbst ausgestreckt blieb. Für 80 wurden die anderen Finger

etwas gegen die Hand geneigt, der Daumen über diese und der Zeige-

finger über das erste Glied des Daumens gelegt. Für 90 legte mau
allein den Zeigefinger so, v*^ie es geschieht, wenn man eine Faust

bildet.

That mau das Nämliche mit der rechten Hand, so bedeutete

dies 100 bis 900.



7) So weit reicht der griecbisclie Text, den Nicolaus Caussinus

in seinem Werk de eloquentia sacra et humana. Paris 1636. S. 565

—

568 mittheilt. Rödiger giebt S. 115 nach dem persischen Text des

'Ali Jezdi (gestorben 1446) als Figur für 1000 die Verbindung der

Daumenspitze mit der Spitze des zweiten Fingers so, dass die Nägel

zusammenstossen.

Darnach stellte man also mit der linken Hand alle zwei- und

einzifferigen Zahlen dar, mit der rechten alle drei- und vierzifferigen,

die an den beiden letzten Stellen Nullen haben, also mit beiden Hän-

den alle Zahlen bis 10000, mit welchen man für den gewöhnlichen

Verkehr vollständig ausreichte. Die ganze Art der Figureubildung,

die Vertheilung der 9 Einer und 9 Tausender auf die letzten 3, der

9 Zehuer und 9 Hunderter auf die ersten zwei Finger, und auch der

Umstand, dass die linke Hand für die am häufigsten vorkommenden

Zahlen unter 100 ausreichte, zeigt von eben so viel Sinn für das im

Leben Nöthige als von Erfahrung über die Leistungsfähigkeit der

Hände. Wieviel Aufmerksamkeit und Uebung aber mochte nöthig

sein, bis die Hände die Sicherheit einer Maschine erlaugten!

8) Was Beda giebt im liber de loquela per gestum digitorum

(Opera, Basileae 1563 col. 171— 173), ist im Ganzen für die Zahlen

von 1 bis 9000 das Nämliche. Für die Darstellung der 9 Zehntausen-

sender werden noch verschiedene Lagen der linken Hand auf der Brust

und den Hüften auf der linken Seite angegeben, für die 9 Hundert-

tausender dieselben Lagen der rechten Hand auf der rechten Seite.

Für eine Million wird als Zeichen das Zusammenfalten der beiden

Hände angegeben. In wie weit auch diese letzteren Zahlendarstellun-

gen mit den Händen bei den alten Griechen in Gebrauch waren,

dafür fehlt es mir an einem Anhaltspunkt. Beachtenswerth ist die

Stelle bei Martianus Capella im 7. Buch, wo er nach der Angabe der

vier Reihen (versus) der Einer, Zehner, Hunderter, Tausender, fort-

fährt: Sed nonnulli Graeci etiam iivgia adiecisse videutur. Mihi

vero solus numerus approbatur, qui digitis coercetur (d. h. mit den

Fingern dargestellt werden kann), alias quaedam brachiorum con-

torta saltatio fit. Mit letzterem sind die Darstellungen der Zahlen

mit den Händen deutlich genug bezeichnet, und sie waren also am
Anfang des 5. Jahrhunderts bekannt; ob auch geübt und von den

älteren Griechen geübt, steht dahin. Ein Rechneu, wie es bei der

Anwendung der Finger möglich ist, konnte dabei nicht stattfinden,

und wozu die blosse Angabe in Zeichen statt in Worten nützen sollte,

ist um so weniger zu erkennen, als die Verwendung der Finger da-

durch beeiuträchtiü't war.
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9) Die Nothwencligkeit Zahlen aufzuschreiben, rausste zu abkür-

zenden Zeichen führen, da die Zahlwörter, wie die Wiederholung

des nämlieheu Zeichens (Striches) schon bei nicht sehr grossen Zahlen

zu umständlich und zu wenig übersichtlich sind. Von den verschie-

denen Wegen, die man dazu einschlagen konnte, findet sich bei den

ältesten Griechen ein sehr einfacher angewendet , der gleich gut zu

den Wörtern passt, welche die Griechen für die Zahlen hatten und zu

dem Abacus, dessen sie sich bedienten. Sie benützten nämlich für 5

IT den Anfangsbuchstaben von ntvTS , für 10 J {dixa) , für 100 H
{kxaxöv), für 1000 X (x^Xioi), für 50, 500, 5000 die Verbindung von

JI mit J, H und X der Art, dass diese Buchstaben zwischen die ver-

tikalen Striche von 77 angebracht wurden. Wie man dazu kam, ge-

rade 5, 50, 500, 5000 durch besondere Zeichen darzustellen, wird sich

später bei dem römischen Abacus zeigen.

10) Diese Art der Zahlenbezeichuuug kannte man zunächst nur

durch den Grammatiker Herodianus (S. Appendix libellorum ad The-

saurum Graecae linguae pertinentiura von H. Stephanus, und Nessel-

niann S. 84—86), der sie in Gesetzen Solons, und in anderen Gesetzen

und Volksbeschlüssen und auf alten Säulen angewendet gesehen zu

haben behauptet. Durch eine ziemliche Zahl von Inschriften ist dies

bestätigt worden. Den Belegen dafür, die Cantor m. B. S. 113 — 114

und in den Noten dazu angiebt, lassen sich noch beifügen: A. Boeckh,

Epigraphisch-chronologische Studien in den Jahrbüchern für classische

Philologie von Fleckeisen, 2. Suppl. 1. Heft. S. 176, die böotische In-

schrift ebendort 4, Suppl. 4. Heft. S. 519, die Urkunde, die in den N.

Jhrb. f. Ph. u. Päd. 1860. Bd. 81. S. 251—252 steht, die oben (3) er-

wähnte Salami nische Tafel und die Tafel in Schellings Werken

1. Abth. 9. Bd. nach S. 144, wiewohl auf letzterer keine Zahl über 4

sich findet, also nicht ersichtlich ist, wie bei 5 und den höheren Zah-

len wäre geschrieben worden. Die einzelnen Striche stehen zwischen 2

Punktreihen z. B. Eben diese Zahlzeichen finden sich endlich

neben den gewöhnlichen Zahlbuchstaben auf H e r c u 1 a n i s c h e n Pa-

pyrusrollen (s. Ritschi, die Alexandrinischen Bibliotheken S. 99 —
100 und 124 Anm.). Von diesen wäre besonders N. 207 XXIJ merk-

würdig, wenn nicht Ritschi in den Berichtigungen es für unsicher er-

klärt hätte, ob für 7 X oder H oder J zu schreiben ist. S. 123 Anra.

erklärt es Ritschi für eine Not h wendigkeit die Zahl JJJ . . . 11 1

1

1

zu J JJJJJn 111 zu ergänzen. Er muss also Fälle kennen, in

denen 60 durch sechs J ^ oder 600 durch sechs H oder ähnliches ge-

schrieben steht.



11) Warum die Griechen diese einfache und leicht auffassbare

Darstellung der Zahlen, an welcher die Römer ohne Aenderuug und

nach ihnen die abendländischen Christen solange noch festgehalten

haben, mit einer anderen Schreibweise vertauschten', ist nirgends be-

stimmt ausgesprochen, man wird aber nicht irre gehen, wenn man als

eigentlichen Grund den wissenschaftlichen Sinn derselben ansieht, der

nach den einfachsten Formen strebt und nicht ablässt, bis er alles

Schleppende und die Leichtigkeit der Darstellung Hemmende beseitigt

hat. Die semitischen Völker, mit denen sie zu verkehren hatten, be-

nützten ihre Buchstaben als Zahlzeichen (s. Nesselmann S. 72—74);

warum sollten sie nicht dasselbe thun, da die bedeutende Abkürzung

beim Schreiben klar zu Tag lag ?

12) In welcher Abhängigkeit die Verwendung der griechischen

Buchstaben als Zahlzeichen von der der semitischen und insbesondere

der phönizischen Buchstaben steht , hat Nesselmann S. 74 — 79 aufs

beste gezeigt und legt auch Cantor, m. B. S. 115— 118, dar. Es er-

giebt sich daraus, dass bei der Aufnahme des phönizischen Alphabetes

in Griechenland zunächst nur eine Bezeichnung der Zahlen 1 bis 9*),

10, 20 u. s. w. bis 90, 100, 200, 300 und 400 möglich war und die

Zeichen für 500 bis 900 erst durch die Vervollständigung des Alpha-

bets auf griechischem Boden und die weitere eigenmächtige Zuthat

des Sanpi erhalten wurden.

Cantor deutet (m. B, S. 115 oben u. S. 114 nach der Mitte) die

Zeit von 470 bis zur Mitte des 4. Jahrh, vor Chr. als die an, in wel-

cher die neue Bezeichnungsweise mit der früheren zusammen bestand.

Die untere Grenze wird man noch etwas weiter herabrücken müssen,

wenn richtig ist, was Ritschi, die alexandrinischen Bibliotheken S. 90

und 103— 104, angiebt, dass nämlich die Anfänge der Stichometrie

in das Bibliothekariat des Kalimachus in Alexandria, c. 248 vor Chr.

zu setzen sind. Da nun in den Herculanischen Papyrus (Ebendort

S. 124 Aum.) die Buch er zahl mit der neuen, d. h. den Zahlbuch-

staben, die Stichen zahl mit der alten Bezifferungsart ausgedrückt

ist, und die Stichometrie auch Zeit zu ihrer Verbreitung bedurfte und

Philodemus, von dessen Rhetorik ein Theil sich auf jenem Papyrus

findet, in die Zeit Cicero's fällt (Ebendort S. 126), so darf mau wohl

bis ins 1. Jahrh. vor Chr. das Zusammenbestehen der alten und neuen

Weise annehmen. Es kann aber die Verwendung dieser alten Ziflern

später eine eben solche gewesen sein, wie wir heut zu Tage die römi-

schen Ziffern noch anwenden.

*) üeber eine abweichende Form der Ziflfer z s. Mommsen, IV. S. 384.
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13) Dass die Zahlen unter 1000 gewöhnlich so geschrieben wur-

den, dass die Hunderter links, die Einer rechts von den Zehnern ste-

hen, ist bekannt, dass wenigstens bei 2 zifferigen Zahlen auch die

Einer links von den Zehnern stehen konnten, beweist die Inschrift des

Steines, den Otfried Müller auf der Akropolis zu Athen fand. Diese

Inschrift ist aber auch dadurch merkwürdig, dass mau der Gleichmäs-

sigkeit halber Zehner ohne Einer in 10 und den nächst tieferen Zehner

zerlegt zu haben scheint, um sämmtliche vorkommende Zahlen mit 2

Buchstaben schreiben zu können. Dies ist wenigstens von Cantor (m.

B. S. 124—126) vermuthet worden und auch das Beste, was bisher

hierüber gesagt wurde.

14) Von den Zahlen über Tausend bildeten die Zehntausender

längere Zeit die Grenze der Zahlen, die man bedurfte; dies lehrt der

Gebrauch des Wortes iivqiov für unzählige. Dass aber eben die

Zehntausender den Griechen besonders nöthig waren, geht daraus her-

vor, dass sie für diese eben solche Wörter bildeten, wie für die Tau-

sender und für die Zahl 10000 selbst das Substantivum ^vVQiäg ge-

brauchten. Dieser Umstand, dass man nicht sagte dexa ^'-^lädeq oder

dexaxLaxiXioi,, führte auch dazu, dass man nur a bis d- durch den un-

ten vorgesetzten Strich *) zu Zeichen der Tausender machte, mit Zehn-

tausend aber eine neue Zahlordnuug begann, die der Myriaden, wel-

cher gegenüber die Einer, Zehner, Hunderter und Tausender die erste

Zahlordnung der Monaden wurden.

15) Von Geminus zwar, einem Zeitgenossen Cicero's, werden

von Heilbronner auch Zeichen, wie / für 10000, x für 20000 u. a.

angeführt (s. Nesselmann S. 79 Note 23 und Cantor m. B. S. 119)

und Martin (II, S. 286) bestätigt die Angabe Heilbronners nach den

Ausgaben des Geminus von Petan und Halma , die dem Pariser Ms.

folgten. Es ist aber damit erstlich nicht dargethan , dass Geminus

selbst so schrieb, und wenn man auch dieses wahrscheinlich finden

kann, so ist es nur ein Beleg, dass ein einzelner Gelehrter eine Ver-

einfachung im Ausdruck gebrauchte, auf die man allerdings leicht hätte

kommen können, aber in Wirklichkeit eben nicht gekommen ist. Der

*) Woher mag es Terquem III, S, 47, genommen haben, dass dieser Strich

ein iota subscriptum ist? Hultsch I, S. 172 schreibt: Inter omnes constat an-

tiquitus eandem lineolam et maiorem fuisse et iuxta litteram, non infra, po-

sitam esse, wi / A, I B , sed eins usus in codicibus quibus usus sum nulluni

exemplum exstat. Eine andere Abkürzung dieses Striches vor den Buchstaben

ist der schräge Strich, der oben vor den Buchstaben auf der Inschrift zu Ka-

risto sich findet, nach Mommsen IV, S. 384 und der Tafel zu dieser Seite.
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Grund davon ist nahe liegend. Man schrieb zuerst zu der Anzahl der

Myriaden dieses Wort selbst, gerade so wie andere Benennungen, und

bedurfte also nur Zeichen für 1 bis 9999, und als man später so grosse

Zahlen öfters brauchte und das Bedürfuiss der Vereinfachung sich ein-

stellte, war auch diese leicht gefunden, indem man den Buchstaben M
oder die beiden Buchstaben Mv, die man wohl länger schon als Ab-

breviaturen anwendete, zum blossen Zeichen machte und die Zahl der

Myriaden darüber schrieb, und endlich auch M oder Mv wegliess

und die Zahlen der Myriaden von denen der Monaden durch eii\en

Punkt trennte. So stellt Nesselmann (S. 80) den Hergang in über-

zeugender Weise dar. Vgl. auch Hultsch I, S. 173.

16) Dass einzelne Gelehrte andere Wege einschlugen, war mög-

lich, und es hat an sich nichts unglaubwürdiges, wenn Camerarius

(s. Nesselmann S. 81. Cantor m. B. S. 120—121) als eine Bezeichnung

der Myriaden von 1 bis 9999 2 Punkte über der betreffenden Zahl

angiebt, als die der fiigiat ^iVQtädeg 4 Punkte, als die der [iVQicr/.ig

[jivQiai iJbVQiüösq G Punkte u. s. w. Dass aber so wirklich von einem

griechischen Schriftsteller geschrieben wurde, konnte noch nicht nach-

gewiesen werden. Stellen in Handschriften, an denen diese Bezeich-

nungsweise sich findet, giebt Hultsch I S, 173 Note 5 an. Auch Ger-

hardt giebt in seinem Programme d'invitation a Texamen public du

College royal fran^ais, Berlin 1855, S. 19 ein Beispiel aus einer Pariser

Handschrift, fügt aber bei, dass dasselbe von dem Copisten herrührt.

In seiner Ausgabe des Rechenbuches des Planudes (Halle 1865) finden

sich S. 33 4 und 6 Punkte angewendet, möglicher Weise aber auch

hier nur als Abkürzungen, welche der Copist sich erlaubte. Es ist

nicht unmöglich, dass die Punkte erst durch die Araber aufkamen,

welche als Zeichen für Null auch den Punkt verwendeten. Vgl. Ger-

hardt an der oben angeführten Stelle S. 9 und Woepcke II, S. 244

—

246 Anm., welcher letztere die sehr wahrscheinliche Vermuthuug aus-

spricht, dass die Punkte über den (indisch arabischen) Zifi'eru gebraucht

wurden, wenn man die indische Schreibweise in Form eines Tableau

darstellen wollte. Von Archimedes kennen wir zwar die Oktadeu,

die er bildete, indem er die Zahlen von 1 bis 10^ excl. als Monaden

und Myriaden der ersten Zahlen bezeichnete, die von 10^ bis 10'*^

excl. als die der zweiten Zahlen u. s. w. und dann wieder die

8* 10''^

Zahlen von 1 bis 10 excl. als Zahlen der ersten Periode, die

§• 10'^ 8* 10"^
von 10 — 10 excl. als die der zweiten Periode u. s.w.

(s. Nesselmann S. 122—124), aber von Zeichen, welche er dabei an-

wendete, wissen wir nichts. Von den Tetraden des Apollonius wissen
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wir, dass dieser, oder auch erst Pappns (s. Nesselmann S. 127) die

einfachen Myriaden mit Mor, die doppelten mit M/?, die dreifachen mit

My u. s. w. bezeichnete. Er bedurfte also auch nur Zeichen für 1

bis 9999. Ritschi (Die Alexandrinischen Bibliotheken S. 120 Anm.)

theilt mit, dass »der Pfälzer Codex der geographi minores die Myria-

denzahl ohne beigesetztes M oder ju- in vier Punkte einfasst, die Ziffer

für die Tausender mit einem Strich auf der linken Seite, ähnlich wie

die Borgia'sche Tafel, versieht und die Hunderte, Zehner und Einer,

zugleich sie von den Tausenden absondernd, durch einen Querstrich

oberhalb verbindet, z. B. -B. \ T OnZ d. i. 23587.«

17) Eine auf Gruppirung von Strichen (S. auf der Tafel Nr. 1.),

wie die von Telegraphenarmen, beruhende Schreibweise der Zahlen ist

hier zu erwähnen, weil sie Nesselmann (S. 83— 84) von der gewöhn-

lichen Griechischen Manier nicht sehr verschieden findet; nur seien

statt der Buchstaben willkürliche Zeichen gewählt. Als Quellen , aus

denen die Kunde davon stammt, nennt Nesselmann Noviomagus und

Hostus; er kannte aber die Werke von diesen nicht, auf welche Heil-

bronner sich bezog. Cantor (m. B. S. 166— 167) hat das Werk des

Hostus, welches Heilbronner meinte, ausfindig gemacht und daraus

festgestellt, dass dieser wieder auf Noviomagus sich bezieht, aber gleich-

falls ohne Angabe der Schrift desselben, aus der er seine Mittheilung

nahm, und Cantor kann in der Note 337 nur 2 Titel von Schriften

des Noviomagus anführen, die möglicher Weise die Quelle sein konn-

ten. Doch vermuthet er, dass die in Rede stehenden Zeichen den so-

genannten Chaldäern der römischen Kaiserzeit angehören

möchten. Martin (II, S. 298) bezweifelt, dass diese Zeichen so alt

sind. Ich habe aus der Münchner Hof- und Staats - Bibliothek das

Werk des Noviomagus, De numeris libri 11, Coloniae M. D. XXXIX,

das eine der von Cantor citirten, mir verschaffen können und fand dort

im 15. Kap. des 1. Buches die Stelle, auf welche Hostus sich beziehen

konnte. Es sind aber dort nur die Zeichen für die 9 Einer, 9 Zehner,

die 5 ersten Hunderter und die für 1000 und 1000000 und zwar nur

mit dem wagrecht liegenden Grundstrich angegeben und Hostus, der

die tvv€a(; fxoyddoiv, ivvea(; dsxecöoiv , kxatovrädoav und Ivvsaq xi-

Xiädbiv, jede vollständig giebt, hat diese Ergänzung selbst beigefügt

oder aus einer ähnlichen Schrift, die er nicht nennt, entnommen. Dass

er andere Schriften darüber noch kannte, deutet er dadurch an, dass

er die Zeichen auch mit senkrechtem Grundstrich giebt und dazu be-

merkt: Sed haec linea aliis ubique est erecta. — Joannes Noviomagus

nun schreibt über seine Quelle folgendes: Sunt et aliae quaedam notae



13

quibus Clialdaei et Astrologi quemlibet nnmerum artificiose et

argute describunt, scitu periucuudae, quas nobis communicavit Rodol-

phus Paludanus Noviomagus . . . homo certe ad unguera doctus, Eas

propter miram atque ingeniosam siguificatiouem nolui praeterire. Es

ist also noch immer zu ermitteln, woher diese seltsamen Zahlzeichen

stammen; vielleicht sind es die Horoskope des Mittelalters, auf denen

sie sich nachweisen lassen.

18) Bezüglich der griechischen Darstelluugsweise der Zahlen ist

nun noch ein Punkt zu erwähnen, der zugleich die Darstellung der

Brüche betrifft. Nesselmann (S. 79) bemerkt, dass die Griechen die

Buchstaben als Zahlausdrücke, wenn sie überhaupt ein Zeichen mach-

ten, durch einen über dieselben gezogenen Horizontalstrich, nicht,

wie oft fälschlich bemerkt worden sei, durch einen Acutus unter-

schieden. Dagegen giebt er (S. 112) an, dass ein Apex gleich einem

Acutus einen Bruch mit dem Zähler 1 bedeute, indem man y ^^

1, d' r= i u. s. w. schrieb, ^ dagegen mit einem eigenen Zeichen (S.

auf der Tafel Nr. 2.) andeutete. Doch sei dies keine allgemein

angenommene Bezeichnung gewesen (S. 113), sondern wie man

m — in '«

^\ mit ^ oder ^ oder, wenigstens in gedruckten Ausgaben, ^

schrieb, so schrieb man auch Brüche mit dem Zähler 1.

19) Hultsch, I. S. 172, hat in den Handschriften den Acutus*)

bei ganzen Zahlen so häufig gefunden, dass er ihn, der überdies im

Druck leichter herzustellen und schöner ist, in seiner Arbeit für diese

verwendete. Von den Formen für ^ giebt er S. 173 drei an (S. auf

der Tafel Nr. 2) mit dem Bemerken, dass raannichfaltige Umgestaltun-

gen mit diesen Zügen vorgenommen wurden. Ein weiteres besonderes

Zeichen theilt er für | mit (S. 174. S. auf der Tafel Nr. 2), welches

er aus c 5 " = ^ + l entstanden denkt. Es kann aber auch aus 2

Strichen und der Schleife entstanden sein, mit denen ich in den Hand-

schriften der Geometrie des Pediasimus die Brüche ^, 1, i,
,1 und ^

bezeichnet fand. (Man vergleiche die Figur 130 meiner Ausgabe die-

ser Geometrie als Programm von Ansbach 1866 und im Verlag von

Calvary in Berlin 1867). Die Brüche |, V u. s. w. werden von Hultsch

als mit 2 Acuten versehen angegeben und auch so gedruckt, und ist

der Zähler grösser als 1, so schreibt er neben den Zähler den Nen-
ner zwei Mal.

*) Statt des horizontaleu Striches fand Hultsch auch '^ und statt dea

Acutus ein Zeichen wie n, ersteres iu anscheinend älteren, letzteres im ältesten

Codex.
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20) Letzteres ist Hultsch von Gent in der Zeitschrift für tlas

Gymnasialwesen 20. Jahrg. 1866 S. 129 als »reine Willkür« vorge-

halten worden, während gegen y" für ^ nur bemerkt wird (S. 128), dass

die meisten griechischen Mathematiker ;'' schreiben , ta' aber statt le

oder IS für 15 »eine Marotte der Grammatiker und Lexikographen«

genannt wird *). Hoche in der praefatio seiner Ausgabe des Nikoma-

chos (S. X—XI) erklärt sich gleichfalls gegen die 2 Acute als Bruch-

zeichen, und glaubt dadurch sicherer zu gehen, dass er die Nenner
als Ordinalzahlen auffasst und die Endung, welche das Zahlwort

27
haben würde, beifügt, z. B. — =: xt, ^6". Aus alle dem ergiebt sich

mit ziemlicher Sicherheit, dass die älteste und ältere Schreibweise ent-

weder gar kein Zeichen über die Zahlbuchstaben setzte oder einen horizon-

talen Strich oder ein dem Circumflex ähnliches Zeichen, d. h. im Grunde

einen bequem gezogenen Strich. Eben dieser Zug nach Bequemlichkeit

scheint dann später (in welchem Jahrhundert ist noch zu ermitteln;

vielleicht erst im 15. Jahrhundert) den Acutus an der Stelle des Stri-

ches und in Folge davon 2 Acute als Bruchzeichen eingeführt zu ha-

ben. Bezüglich der Brüche, deren Zähler grösser als 1 ist, scheint

weder Hultsch noch Hoche den ursprünglichen Gebrauch getroflfeu zu

haben, den Nesselmanu (S. 114) aus Diophant ermittelt hat, und der

sich in den späteren Handschriften dadurch verloren zu haben scheint,

dass die Buchstaben des Nenners, welche wie Exponenten zuschrei-

ben waren (S. oben 18), in gleiche Linie mit denen des Zählers ge-

schrieben wurden. — Schliesslich sei noch erwähnt, dass auf der sa-

laminischen Tafel (S. oben 3 und 10) neben den altgriechi-

schen Zahlzeichen die Buchstaben C (In scriptura C" video vestigia

vocis riiiiGv. Hultsch I. S. 174) für \ obolos, T {xsTaqxrmÖQiov für
\

obolos und X (p^aAxoi'e) für \ obolos sich finden.

21) Soweit man die griechischen Schriften bis jetzt durchforscht

hat, ist das bisher angegebene das Ergebniss bezüglich der Zahlzeichen,

nirgends eine Spur vom Gebrauch der Null, nirgends besondere nicht

von Buchstaben des gebrauchten Alphabetes ableitbare Ziffern. Es

*) Hultsch hat unterdessen in d. N. Jhrbb. f. Ph. u. Päd. 97 Bd. S. 767

— 770 dargethau, dass er nur der handschriftlichen Ueber lieferun g

folgte. Dabei giebt er sehr beachtenswerthe Mittheilungen über die Zahlbezeich-

mmgen im Cod. Vaticanus 1038 und bemerkt vorher, dass weitere Forschungen

wenigstens das eine sicher ergeben werden, dass nicht ein allgemeines Gesetz

für griechische Zahleubezeichnung aufgestellt werden kann, sondern verschic'

Üene Methoden derselben anzuerkennen sind.



hat an Versuchen nicht gefehlt, die Null bei den Griechen nachzu-

weisen; Cantor hat (m. B. S. 121— 127) dieselben zusammengestellt

und ihre Unhaltbarkeit nachgewiesen. Zu bemerken ist dazu nur,

dass, was Cantor mit Spezi für den Anfang von yiyi'eTat gehalten hat'

das Zeichen der uncia ist, wie Hultsch I. S. VI dargethan hat. Auch

dürfte es am Platze sein, auf die vorzügliche Abhandlung Woepcke's

im Journal asiatique 1863 zu verweisen, in welcher derselbe (S. 465

—

472) nachweist, wie mau die Null der alphabetischen Bezeichnung,

d. h. die von den Griechen herrührende Abkürzung von ovdev, wohl

von der Null der Ziffern unterscheiden müsse.

22) Im Gegensatz gpgen diese nachweisbaren thatsächlichen Ver-

hältnisse behauptet nun eine Stelle in der sogenannten Geometrie des

Boetius (S. 395 — 397), dass die Pythagoriker diverse formatos

apices vel caracteres hatten, die sie auf einem abacus mit Columnen

zum Multipliciren und Dividiren verwendeten. Die in dieser Stelle

mitgetheilten Zahlzeichen haben eine unverkennbare und auch allge-

mein anerkannte Aehnlichkeit mit unseren gegenwärtigen Zif-

fern und sind die ältesten Spuren derselben im christlichen Abend-

land. Es wird darüber später noch zu reden sein. Bezüglich der

alten Griechen im eigentlichen Griechenland und in Grossgriechen-

land ist zu wiederholen, was Nesselraann S- 104 sagt: »Aber gesetzt

auch, künftige Forschungen stellten die Echtheit der Stelle bei Boe-

thius und die Bekanntschaft der Pythagoräer mit dem Indisch- Arabi-

schen Ziffernsy'stem ausser Zweifel, so würde doch dieses Resultat für

die Geschichte der Wissenschaft erst bei der Untersuchung über die

Verbreitung dieses Systems in Europa zur Zeit des sogenannten Mit-

telalters Interesse gewinnen. Auf die Fortbildung der Griechen hat

diese problematische Kenntniss keinen Einfluss gehabt und für die

griechischen Mathematiker ist sie nicht dagewesen.«

23) Dagegen legt Cantor (m. B. S. 231—250) den Alexandri-
nern den Besitz der 9 Zahlzeichen für 1 bis 9 bei, die nach dem

Vorgang des Pythagoras von seineu Schülern aus aller Her reu
Länder zusammengerafft und zuletzt so zu sagen pythagorisch

gestempelt wurden. Der so bedeutende Kenner der Geschichte der

Mathematik, "Woepcke, findet es (IL S. 54) für sehr wahrschein-
lich, dass das christliche Mittelalter vou Neupythagoreern aus

der Schule von Alexandria in den ersten Jahrhunderten unserer Zeit-

rechnung jene Zeichen durch den Verkehr mit Indien erhalten ha-

ben. Die Bedenken dagegen habe ich in der Zeitschrift für Mathe«

matik und Physik, IX, S. 74—76 und 83—88 angedeutet.

24) Seitdem hat Marlin, der schon in der Revue archeologique
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1857 eine Untersuchung über den Ursprung unserer Nuraeration be-

kannt gab, in den Anuali di mateiu. pubbl. da B. Tortolini 1863 bei

'

Gelegenheit der Besprechung von Cantor's mathematischen Beiträgen

auf's neue seine Ansicht dargelegt, wornach die Alexandriner die

9 Zeichen aus Aegypten, und vielleicht aus Asien, im Hinblick auf

die symbolischen Erklärungen, die man ihnen geben wollte, wählten

(S. 350). Sie bildeten, sagt Martin S. 352, die 9 Zeichen, 5 nach

altägyptischen Zeichen, 4 nach einigen semitischen Buchsta-

ben, in der letzten Zeit der alexandrinischen Schule, der

des Porphyrius und Jamblichus (3. und 4. Jahrh. nach Chr.) ohne
damit der Praxis (welche die 9 griechischen Buchstaben gebrauchte)

einen Vortheil zu gewähren, und passteu sie ihren symbolischen

Ideen an, die sie durch die griechischen Namen dieser Ziffern aus-

drückten. In L S. 597 lässt Martin die Neupythagoreer den Abacus
kurze Zeit vor Boetius, etwa in der Zeit des Proklus (5. Jahrh. n. Chr.),

in Alexandria bilden. Darnach würden die Alexandriner über ein

Jahrhundert lang die Zahlzeichen bereits gehabt haben, ohne sie prak-

tisch zu verwerthen, schliesslich aber doch auf letzteres und damit auf

den Abacus mit Columnen gekommen sein. Martin selbst spricht

das nicht aus, es ist aber eine Folgerung aus seinen Angaben und was

er II. S. 358—360 und 388—389 sagt, spricht wenigstens nicht gegen

diese Auffassung.

25) Um das Gewicht dieser Darlegung richtig zu bemessen, mnss

man vor allen Dingen beachten, dass kein einziger griechischer

Schriftsteller irgend etwas über eine derartige Thätigkeit der

Alexandriner berichtet, ja auch keine einzige Stelle in einem

lateinischen Schriftsteller bis auf die Stelle in der sogenannten

' Geometrie des Boetius und die Stellen bei den Autoren, welche dieser

nachgeschrieben haben. (S. Martin I. S. 596). Es ist auch bis jetzt

nirgends erwähnt worden, dass ein arabischer Schriftsteller

solches berichtet hätte. Die wenigen Stellen, die ich finden konnte

(S. Z. IX. S. 329 — 330) führen auf die alten Griechen Pythagoras,

Aristarchos, Hipparchos, Aristippos von Kyrene zurück. (Vgl. 22 am
Ende). Wir wissen genug über die Träumereien der Neupythagoreer

über die Wirkungen und den Einfluss der Zahlen. Es giebt Stellen,

bei denen Gelegenheit, ja fast die Nöthigung vorhanden war, auch

über die gebrauchten Zahlzeichen etwas zu sagen. Aber nirgends

fand ich wenigstens bisher auch nur die geringste Andeutung darüber.

Endlich sollen diese Träumereien auch zur nüchternen, prosaischen

Praxis des Multiplicirens und Dividirens geführt haben, aber diese

goll nicht bei den Griechen selbst Anklang gefunden haben,
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sondern bei den Lateinern (Martin 11, S. 360). Wie es bei diesen

stand wird sich später zeigen. Für die Griechen ist hier nichts ge-

o-eben und es ist nur noch von den Zeichen selbst etwas zu sagen.

26) Als Grund der Zurüekführung von 5 unserer Ziffern auf

ägyptische giebt Martin an (IL S, 273—274) die Aehulichkeit der

ägyptischen Ziffern für 1, 2, 3, 4 und 9

1) bei den indischen Ziffern der Araber des Orients im 10. Jahr-

hundert,

2) bei den heutigen Sanskritziffern,

3) bei den Ziffern in den Mauuscripten des Boetius,

4) bei den Gobarziffern der Araber des Occidents.

Diese Aehulichkeit willkürlicher Figuren könne keine zu-

fällige sein. Die genannten 5 Ziffern müssteu von einem einzigen

Volk erfunden und von diesem zu den anderen übergegangen sein.

Dieselben reichten aber in Aegypten in eine Zeit zurück, wo die

östlichen Arier noch nicht in Indien angekommen waren. Nach S. 358

hatten die couchitischen Völker in Aethiopien, im Süden Arabiens und

an den Südküsten Asiens bis zu den Mündungen des Ganges wahr-

scheinlich eine Zahlenbezeichnung ähnlich der der alten Aegypter

und für 1, 2, 3, 4, 9 ähnliche Ziffern wie diese. Von diesen Couchiten

also konnten dann die Inder dieselben Ziffern erhalten.

Dagegen ist zu bemerken, dass die Zeichen für 1, 2 und 3 keine

rein willkürlichen können genannt werden. Denn 1 ist eben

allenthalben ein senkrechter Strich, und 2 und 3 sind Zusammen-

ziehungen von 2 und 3 wagrechten oder senkrechten Strichen , auf

welche jedes Volk für sich kann gekommen sein, wie z. B. bei den

1 2Römern das Zeichen für ^^ lö ^^"^g ^ '^^^^ ^^^^^' ähnlich unserem

2 geschrieben wurde. Es bleiben daher als scheinbar willkürliche Zei-

chen nur die für 4 und 9 übrig, deren Aehulichkeit aber durchaus

nicht so gross ist, dass sie von einer Quelle ausgehen müssteu.

Dazu kommt, dass 4 das Quadrat von 2 und 9 das von 3 ist, und

wenn also für diese beiden Zahlen, 2 und 3, ähnliche Ziffern gebraucht

wurden, auch für die Quadrate daraus ähnliche Formen ganz unab-

hängig von einander entstehen konnten.

27) So lange man nicht den Schlüssel zur Bildung der Zahlzei-

chen findet, wird die Vergleichung der ähnlichen Ziffern ebenso irre

führen, wie in der Etymologie die der ähnlich klingenden Wörter. Bis

dahin wird es auch unentschieden bleiben, ob die Inder von den Ae-

gyptern ihre Ziffern kennen gelerut oder unabhängig davon ähnliches

gefunden haben. Es bleibt nichts anderes übrig als an die bestehen-

FrietUein, element. Arithin, 2
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den Thatsachen sich zu halten und diese sind bezüglich der Zifferfor-

men, dass

1) unsere jetzigen Zi£Fern, die Apices des Boetius und die Gobar-

ziffern der Araber des Westens im wesentlichen dieselben

sind,

2) dass die Apices des Boetius bisher nur in Handschriften des

11. Jahrhunderts und in keiner aus früherer Zeit sich finden

(S. Z. IX. S. 84),

3) dass die Araber selbst ihre Ziffern als von den Indern herrüh-

rend bezeichnen.

Letztere Behauptung könnte als eine Verwechslung mit dem Sy-

stem der Numeration, welches die Null anwendet, angesehen wer-

den, da Woepcke (Z. IX. S. 80) nur von diesem System behauptet,

dass es von den arabischen Schriftstellern einstimmig als aus Indien

stammend bezeichnet wird, von den Gobarziffern aber annimmt (Eben-

dort S. 82), dass sie die Araber von den Lateinern der Berberei

erhielten. Aber die Ziffern, welche aus dem 10. Jahrhundert (Eben-

dort S. 81. Anm.) als indische bekannt sind, sind den Gobarziffern

sehr ähnlich. Es gab eine Sage, welche die Gobarziffern auf einen

Inder zurückführte (Ebendort S. 85 — 86), und auch Leonardo von

Pisa folgte ihr, indem er die Gobarziffern figurae Indorum nannte

[S. Woepcke, IL S. 521-522). Die Ziffern, welche in dem Werk des

Mohammed ben Musa Alkhärizmi standen, sind leider nicht überliefert,

aber Woepcke macht es (II, S. 482 — 483) sehr wahrscheinlich, dass

die Gobarziffern eine sehr alte Form der indischen Ziffern sind, wie

auch seine ganze Abhandlung darauf hinausgeht, den indischen

Ursprung derselben darzuthun. Vgl. Pihan , S. XL XV — XVII. 207

—209. Eine einzige Stelle theilt Woepcke, IL S. 66—68, mit, welche

die Bezeichnung der Gobarziffern als indische für nicht statthaft er-

klärt, aber auch diese scheint nur die Vermengung der damals bereits

von einander gesondert überlieferten Ziffern der Araber des Ostens

und der des Westens vorbeugen zu wollen, da sie nur die eine Zifferreihe

indische Ziffern, die andere Gobarziffern genannt wissen will. Noch

keine Stelle aber ist bisher aufgefunden worden, an der ein Araber

gesagt hätte, dass sie die Gobarziffern von den Lateinern erhalten

hätten. Diese Ansicht beruht allenthalben, wo sie vorkommt, nur auf

dem Schlnss aus der Analogie, dass, wie die Araber in den anderen

Ländern die dortigen Ziffern, so in der Berberei die Ziffern der Latei-

ner angenommen hätten. Vgl. Woepcke II, S. 236— 239, Martin II,

S. 359, Standen aber die Araber zur lateinischen Literatur und Wis-

senschaft auch wie zu der der übrigen? Wir wissen gerade das Ge-
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für Ph. u. Päd. 1863. S. 164 Note 2 und Chwolsohu »die Ssabier.« I.

S. 393. Unter solchen Umständen bedarf es noch immer des Beweises,

dass es auch nur wahrscheinlich ist, dass die Gobarzifi'ern von deu La-

teinern, resp. den Alexandrinern herrühren.

28) Was die Zukunft noch enthüllen wird, lässt sich nicht be-

stimmen. Wer hätte z. B. daran gedacht, dass je von den Griechen

Zeichen für die Addition und Subtraktion würden nachge-

wiesen werden? Brugsch aber theilt S. 31 auf Grund von griechi-

schen Papyrus mit, dass eine lineola obliqua die Addition , ein uncus

semilunari forma die Subtraktion und ein weiteres (die beiden Zeichen

verbindendes?) Zeichen die Totalsumme {nävXoyop, TiavtöXoyov) be-

deute. S. auf der Tafel Nr. 3.

29 j Es ist jetzt noch übrig von den Griechen des Mittelalters

im byzantinischen Reich zu reden. Von diesen ist bis jetzt bekannt,

dass ihnen die Buchstaben als Zahlzeichen dienten, und die Zahlzeichen

der Araber des Orients als indische Ziffern erst um das 14. Jahrh.

zu ihnen kamen. Die Belege dafür sind das Scholiou des dem 14. Jahr-

hundert wohl angehörenden Neophytus (S. Boeckh, Berliner Lek-

tionskatalog, Sommersemester 1841 S. YIII. und IX. Note 10, Gerhardt

in dem bei 16 erwähnten Programm S. 19 und Woepcke II, S. 244

—

246 Anm.) und das Rechenbuch des Plann des, aus der 1. Hälfte des

14. Jahrhunderts, das Gerhardt 1865 nach Handschriften herausgegeben

hat. Vgl. von dieser Ausgabe S. H und HI; ferner Woepcke II, S.

525 — 527. Bei letzterem findet sich auch S. 525 Note 2 die Notiz,

dass nach Halma der indische Calcul sich schon in einem Ms. des 12.

Jahrhunderts finde, worüber mir Näheres noch nicht bekannt wurde.

2) Die Darstellnu^ der Zahlen l)ei den Rümerii.

30) Von der einfachsten Darstellung der Zahlen durch blosse

Wiederholung des nämlichen Zeichens (Vgl. oben 1) findet sich bei

den Römern die Spur, dass in dem Heiligthum der Minerva jedes Jahr

ein Nagel eingeschlagen wurde, um die Zahl der Jahre vorzustellen.

Vgl. hierüber Livius 7, 3, aus welcher Stelle zugleich zu ersehen ist,

dass auch die Etrusker diese Sitte hatten. Aehnlich ist das nume-

rare diem lapillo, worüber die Stelle aus Persius (Sat. H, 1) Censori-

nus de die natali 2, 1 anführt. Vgl. Bentley zu Hör. Od. I, 36, 10. —
Abbo der Commentator des Victorius sagt es gerade zu, dass die La-

tini früher die Zahlen mit lauter einzelnen Strichen schrieben (Z. IX.

S. 315;, auf welchen Grund hin, weiss ich nicht. Die Verwendung-

/ 2 *
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von Strichen zur Darstellunor von Zahlen in bestimmten Gruppirun-

gen findet sich bei Boetius inst, arith. II, 4— 16. — Die Verwendung

der Finger, um durch ihre Anzahl eine Zahl auszudrücken, fand bei

dem digitis micare statt. Vgl. Marquardt, V, 2. S. 415.

31) Von den Arten der Vereinfachungen (Vgl. 2) finden sich nur

3 angewendet.

1) die Anwendung eines Recheninstrumentes,

2) die Verwendung der Finger,

3) der Gebrauch zusammenfassender Zeichen.

In wieweit die Römer auch ihre Buchstaben als Zahlzeichen

anwendeten, lässt sich noch nicht bestimmen, da nur ganz wenige

Spuren davon bekannt sind, und auch das Alter von diesen nicht er-

mittelt ist. In dem Werke Auetores lat. linguae in unum redacti cor-

pus. Notae Dion, Gothofredi 1595 finden sich col. 1479— 1480 unter

der Ueberschrift De numero literarum ex antiquissimo codice die Buch-

staben von A bis Z mit Zahlenwerthen verbunden, und ein zweites

Mal dieselben Buchstaben mit einem Strich darüber und der Angabe

des tausendfachen Werthes von dem in der ersten Reihe angeführten,

mit wenigen Ausnahmen , die von Schreibfehlern herzurühren scheinen.

Th. Mommsen (Berichte über die Verhandlungen der k. sächs. Gesell-

schaft der Wissenschaften zu Leipzig 5. Bd. 1853) hat ein solches

Zahlenalphabet von E bis Z in einer Berner Handschrift B, 42 f. 191

(S. 97— 98) und dieselben, welche Putsch S. 1683—1685 mittheilt, in

der Handschrift von Einsiedeln gefunden (S. 112— 113). S. 94— 95

theilt er aus dem Wiener Codex 114 Memorialverse über das Zah-

lenalphabet mit, die er auch in der Wiener Handschrift 325 fand

(S. 108 Note). Terquem theilt bei der Besprechung des Aufsatzes von

Mommsen (III, S. 5— 7), eben diese Verse mit einigen Abweichungen

aus dem 1. Theil des general Trattato von Tartaglia (1556, p. 4) mit

und spricht S. 9 die Ansicht aus, dass diese Zahlbezeichnungen nur

bei Finanzoperationen oder im Handelsverkehr im Privatleben mögen

angewendet worden sein. Die Buchstaben unserer Kaufleute und Buch-

händler bieten allerdings etwas Aehnliches. Die Einsiedeiner Handschrift

hat dabei den Titel Item numerus de ti tu lato alfabeto. Sollten da-

mit Zahlbezeichnungen in Aufschriften, gemeint sein? Weiteres ver-

mag ich nicht anzugeben, nur will ich erwähnen, dass ich im Ms. 1127

der Erlanger Universitätsbibliothek die lat. Buchstaben von A bis Z

und dazu 4 weitere Zeichen (S. auf der Tafel Nr. 4) für die 9 Einer,

9 Zehner und 9 Hunderter fand, und dass die Memorialverse mit

nicht unbedeutenden Abweichungen im Wortlaut bereits gedruckt sind

in des Joann. Noviomagus de uumeris libri II und zwar im 10. Kapitel
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des 1. Buches*). Derselbe bemerkt aber dazu am Schluss: Sed ista

de fece haurire forte videbimur, quare ad illustriores paulo numeros

transeo.

Von den erwähnten Zahlwerthen der lat. Buchstaben sind aber

die zu unterscheiden, welche Lachmann, grom, vet. I S. 309, 17— 22

mittheilt, lieber die Verwendung dieser Zahlen steht ebendort 23—25

:

Has litteras si inveneris in terminibus scriptas, siugillatim, vel binas,

quantum compotum (Zahlwerth) habuerit, tautum quaeris ab eo in

aliud Signum.

Zum Theil mit denselben Zahlwerthen, zum Theil mit abweichen-

den finden sich die lateinischen Buchstaben ebendort S. 358— 359.

Anderer Art ist weiter der Gebrauch der Buchstaben in der inst,

mus. des Boetius, wie z. B. S. 270 ff. Hier wird zuerst eine bestimmte

Zahl mit einem Buchstaben bezeichnet und dann im Folgenden nur

dieser genannt, der Kürze wegen.

Endlich kommt ebendort , z. B. S. 285 , auch der Gebrauch der

Buchstaben als allgemeine Zahlzeichen vor, wie er sich in den Ele-

menten des Euclides findet, z. B. VII, ngöt. 3.

*

*) Da dieses Werk nicht sehr verbreitet ist, so wird es nicht überflüssig

sein, die erwähnten Verse mitzutheilen.

Possidet A. numeros quingentos ordine recto 500

Atque trecentos B. per se retinere videtur oOO

Non plus quam centum C. litera fertur habere 100

Litera D. velut A. quingentos significabit 500

Litera ducentos E quinquaginta tenebit 250

Sexta quadringentoB gerit F. qua differt ab alpha 400

G. quadringentos demonstrans cura patebit 400

H. designatos numeros dat habere ducentos 200

J. C. compar erit centum sibi iure reposcens 100

K. quoque centenos et quinquaginta tenebit 150

L. quinquaginta tibi simpliciter retinebit 50

M. Caput est numeri quia mille videtur habere 1000

N. noningentos numerum designat habendum 900

Undenos facit 0. sie dinosces numerando 11

P. similem cum G. numerum monstratur habere 400

Q. velut A. cum D. quingentos vult retinere 500

Octingenta dabit R. si quis eam numerarit 800

S. vero septenos numeratim significabit 7

T. tibi centenos et sexaginta tenebit 160

V. semper tibi quinque dabit bene si numerabis 5

X. semper denos numeranti dat retinendos 10

Y. vult centenos et quinquaginta teneri 150

Ultima zeta canit numeros bis mille teneri 2000



Bezüglich des Gebrauches von Ziffern ist auf 22— 28 oben zu

verweisen. Irc^end eine Spur ausser der Geometrie des Boetius findet

sich nicht und es kann also weiter erst später davon gesprochen werden.

32) Das Instrument, das die Römer zum Rechnen verwende-

ten, hat den Namen abacus. 2 Arten desselben sind bekannt, die eine,

bei welcher Knöpfchen in Einschnitten verschiebbar waren , die andere,

bei welcher Rechensteine, calculi, aufgelegt wurden.

Von der ersteren Art ist eine sehr sorgfältige Abbildung in der

Grösse des Originals in M. Velseri opp. Norimb. 1682 S. 422 und

819 gegeben und ich habe dieselbe möglichst genau wiedergegeben auf

der V. Tafel der Zeitschrift f. Math, und Phys. IX. Bd. 1864 (Vgl.

eben dort S. 299 und auf der Tafel Nr. 21 zu 125). So klein die Erz-

platte des Origiiials war, so reichte sie doch aus zur Darstellung aller

ganzen Zahlen von 1 bis 9999999 nebst allen Brüchen mit dem

Nenner 12 und den Brüchen ^^ , ,'j , ^^ , >;'j und denen , die durch

Addition dieser Brüche zu je 2, 3 oder 4 sich bilden lassen. Es dien-

ten dazu 45 Knöpfchen (claviculi) in 19 Einschnitten (alveoli).

Ueber 8 grösseren senkrecht gegen den Rechner stehenden

Einschnitten befanden sich 8 kleinere und rechts an der Seite der

grösseren 3 kleine Einschnitte untereinander.

Der erste grössere Einschnitt links enthielt 4 Knöpfchen, von

denen jedes eine Million bedeutete, der kleine Einschnitt darüber ein

Knöpfchen, das 5 Millionen bedeutete; ebenso war es bei den folgen-

den Einschnitten für die Hunderttausender , Zehntausender , Tausender,

Hunderter, Zehner, Einer; im 8. grösseren Einschnitt von links her

befanden sich 5 Knöpfchen, von denen jedes eine uucia oder ^V bedeu-

tete , im kleineren Einschnitt darüber ein Knöpfchen , das 6 unciae be-

deutete. In dem obersten Einschnitt an der Seite befand sich ein

Knöpfchen für ^'i, im mittleren eines für i\, im untersten 2, jedes

für Yj.

Es werden wohl andere solche Ilandabacus andere Einrich-

tungen gehabt haben, aber sicherlich im Wesentlichen dieselben.

33) Auf die 2. Art wurde der bekannte Vers des Horaz: Laevo

suspensi loculos tabulamque lacerto (Sat. I, 6, 74 u. Ep. I, 1, 56) lange

allein gedeutet, bis C. Fr. Hermann im Marburger Programm 1838 die

tabula als Schreibtafel im Allgemeinen und die loculi als Schulräuzchen

mit seinem bekannten Inhalt erklärte. Wir haben zwar auch von

dieser eine Abbildung, aber leider nur eine ungefähre. In C. A. Böt-

tiger's kleinen Schriften, III. Theil, findet sich S. 9— 13 auch ein

Aufsatz über die Rechentafeln der Alten und dabei zu S. 10 eine Ab-

bildung von dem Obertheil eines marmornen Sarkophages vielleicht
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aus der Zeit der Flavier oder deren nächsten Nachfolger (Vgl. Musei

Capitolini Tom. IV. Tab. XX.).

»Am Ende des Tischblattes, heisst es dort S. 10, zu den Füssen

des liegenden Hausherrn , steht eine männliche Figur , die in der Lin-

ken eine länglich viereckige Tafel, die lange schmale Seite nach der

Brust zugekehrt, hält und mit der Rechten auf die darauf reihenweise

gelegten ßechensteine (calculos, iprjcpovg) hinzeigt.«

Die länglich viereckige Tafel ist nach der Zeichnung eher ein

Kästchen zu nennen, aber ohne Zweifel liegen darauf Rechensteine,

leider so unbestimmt, dass man nicht entscheiden kann, ob die Linien,

auf denen sie liegen, senkrecht oder wagrecht gegen den Rechnenden

zu denken sind. Doch lässt die länglich viereckige Form eher auf

wagrechte Linien schliessen. Von den anderen Darstellungen des

abacus, welche Marquardt, V, 1 S. 100 Anm. 530 erwähnt, konnte

ich keine zu Gesicht bekommen.

Martin (II. S. 291) giebt für die Umwandlung der verticalen

Linien des Abacus in horizontale den sehr wahrscheinlichen Grund

an, dass bei einem Instrument, bei dem die Kugeln auf Schnüren lau-

fen, dieses horizontal liegen muss, wenn die Schnüre vertical laufen,

während man bei dem Unterrichte vieler Schüler lieber das Instrument

vertical an der Wand haben wollte und daher die Schnüre wagrecht

anbringen musste. Diess habe man beim Schreiben nachgeahmt. Viel-

leicht seien aber die wagrechten Linien eine Nachahmung dessen, was

von Guido d'Arezzo im XII. Jalirhundert für die Musik geschah. Be-

züglich des letzteren Grundes liegt es wohl näher das umgekehrte Ver-

hältniss anzunehmen, zumal als man zugeben wird, dass der erste

Grund frühzeitig sich muss geltend gemacht haben. Da wir jedoch

hierüber nichts bestimmtes wissen, so soll über diese Art des Abacus

mit wagrechten Linien erst später gesprochen werden bei der Zeit, aus

welcher er wirklich nachweisbar ist.

34) Es wird vielleicht erwartet, dass noch von einer dritten Art
des Abacus, von dem sogenannten Pythagoreischen hier gespro-

chen wird. Warum ich diess nicht für möglich halte, habe ich in

den N. Jhrbb f. Phil. u. Päd. 186G 8. Heft S. 569— 576 dargethan.

Es wäre davon hier zu reden, wenn über die Echtheit der Geometrie

des Boetius kein Zweifel bestünde. So aber ist hier nur zu sagen,

dass diese Geometrie allein aus Manuscripten des 11. Jahrhunderts in

ihrer ältesten Gestalt bekannt ist, und vor dem 10. Jahrhundert keine

Spur von dem Vorhandensein eines solchen Abacus bei den Römern

vorliegt. Es wird also später davon die Rede sein. Dafür sei es ge-

stattet auf den in dieser Geometrie erwähnten Architas zu kommen,
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von dem es (Buetius ö. 393, 6— 8) heisst: Sed iam tempus est ad

geouietricalis mensae traditiouem ab Archita, nou sordido huius disci-

pliuae auctore, Latio accommodatam venire, und S. 425, 20— 24, reli-

qimm est, ut de unciali et digitali mensura et de puuctorum et miuu-

torum ceterisque minutiis, sicut promisinius, dicamus, mirabilem et

arti huic ceterisque matheseos discipliuis necessariam figuram, quam
Archita praemonstrante didicimus, edituri.

35) In dem Schriftchen Gerbert etc. S. 16 habe ich auf Grund

der ganz verschiedenen Redeweise des Verfassers der Geometrie

von. diesem Architas und der des ßoetius von dem Tarentiner Archy-

tas ausgesprochen, dass ersterer von letzterem müsse unterschieden

werden. Martin spricht dasselbe aus (I, S. 596), weil Architas nach

dem, was in jener Geometrie von ihm gesagt ist, ein lateinischer
GeoDieter gewesen sein muss. Oantor. (m. B. S. 190 — 193) lässt beide

Gründe nicht gelten, sondern nimmt das gleiche Resultat desswegen

an, weil von Architas gesagt ist, dass er nach Euclides lebte und

der Verfasser der Geometrie, wohl wissend, dass dieser Architas ein

anderer ist als der Tarentiner, dem Leser diesen modernen Archytas,

der früher noch nicht erwähnt worden war, mit den Worten vorstellt

:

»ein gar nicht unbedeutender lateinischer Schriftsteller.« Martin (IL

S. 303) bleibt bei seinem Beweisgrund, nimmt aber den letzten Grund

Cantors noch dazu. Dieser mag nun füglich dahin gestellt bleiben,

zumal die Vorstellung etwas anders lautete (S. die oben mitgetheilte

Stelle) und auch Euclides (S. 414, 17) in ähnlicher Weise als non

segnis geometer prädicirt wird.

Neben diesen Annahmen eines wirklichen Architas steht die Ver-

muthung von Boeckh (S. Cantor m. B. S. 225), dass der Name des

alten Archytas nur fälschlich der Schrift beigelegt worden sei,

aus welcher Boetius oder vielmehr der Compilator jenes Anhangs in

der Geometrie des Boetius schöpfte, und endlich der Gedanke von

Hultsch (N. Jhrbb. f. Phil. u. Päd. 1863. S. 423), dass an Niemand
anders als an den alten Pythagoreer Archytas zu denken sei, dessen

Name typisch als Vertreter der alten Pythagoreischen Zahlenweis-

heit bis in jene späte Zeit sich erhalten habe. Die eigenthümliche

Fassung der Worte: geometricalis mensae .... Latio accommodatam
zeuge nur für die Unwissenheit dessen, der im 10. Jahrh. die ganze

Auseinandersetzung über den Abacus aus bereits getrübten Quellen

com] ilirte.

36) Mag mau nun hierüber denken, wie man will, dies eine ist

nach jeder Annahme sicher, dass der Verfasser der ars geometrica, Avie

ich kiinftig die Schrift bei Boetius S. 373— 428 nennen will, eine
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Schrift ans früherer Zeit vor sich hatte, die nicht nur geometrische

Berechnungen, sondern auch Hülfsmittel bei der Ausführung dieser Be-

rechnungen enthielt. Wenn es möglich ist, Stücke von dieser Schrift

in der ars geometrica nachzuweisen, lässt sich vielleicht auch auf die

Zeit der Abfassung und den Grad des Wissens ihres Verfassers schlies-

sen. Ich habe dieses (Gerbert etc. S. 18— 19) von der Stelle S. 425,

25— 426, 21 versucht und in der Ztschr. f. M. u. Ph. IX. S. 307—312
den Inhalt dieser Stelle ausführlich untersucht und daraus das Ergeb-

uiss gewonnen, dass der Inhalt in das Ende des 9. oder den Anfang

des 10. Jahrh. zu gehören scheint, der Verfasser aber ein unwissen-
der Compilator muss gewesen sein.

Cantor (m. B. S. 193 und 223) scheint dagegen nicht abgeneigt,

den Architas in das 1. Jahrhundert nach Chr. zu setzen, wenigstens

mehrere Jahrhunderte vor Boetius. Martin (II. S. ,344) hält dies für

unmöglich, schon wegen des Wortes firm amen tum für caelum,

welches das (TteQeo)i.i,a der Septuaginta ist und das erst nach der Ein-

führung des Christenthums als Staatsreligion sich ins Lateinische

könne eingebürgert haben. Soll dieser Beleg gelten, dann muss das

Wort firmamentum von Architas herrühren, also auch die Stelle 395,

25— 396, 6, wovon aber nicht das geringste Anzeichen vorhanden ist.

Wenn noch eine Stelle in Frage kommt, so ist es die auf Seite 396,

6—17. Ich kann die Möglichkeit nicht bestreiten, dass auch die-

ses Stück mit der Tafel des Abacus, wenigstens mit irgend einer Form
desselben, auf die mit dem Namen Architas in Verbindung gebrachte

Schrift zurückgeht und also die Tafel der Minutien in einem näheren

Zusammenhang mit der des Abacus steht, als ich in dem Schriftchen

Gerbert etc, S. 18 und 21 zuzugeben vermochte. Damals dachte ich

mir, durch Boeckh bestimmt, den Architas noch im 1, Jahrh. nach

Chr. Nachdem aber das von ihm d. h. von der unter seinem Namen
gehenden Schrift herrührende Stück in der ars geom. dem 10. Jahrh.

näher gerückt erscheint, kann ich mir auch denken, dass man damals,

augeregt durch das bei den Arabern auftauchende Verfahren der In-

der, die Form des röm. Abacus mit Linien und Knöpfchen in eine

geschriebene umzuwandeln versuchte , indem mau die Ueberschrifteu

über den Einschnitten zu Ueberschrifteu der Columnen machte und

die Zahlen, die mau auf die Striche nicht gut schreiben konnte, neben

d. h. zwischen die Striche setzte. Dabei kann die Tradition den Ur-

sprung dieses Abacus gar wohl dem Pythagoras zugeschrieben (Vgl. Z.

X. S. 281—282) und ebenso auch den alten Archytas beigezogen ha-

ben. Damit befindet man sich aber bereits auf dem Boden von Spa-
nien und Gallien und zur Anknüpfung an die Alexandriner einer-
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seits und der Araber andererseits bedarf man Nordafrika oder die

Berberei (Maghrebj, und konmit dadurch von den Römern im enge-

ren Sinne ab.

37) Um nun das Ergebniss dieses Excursus über Architas zu-

sammenzufassen, spreche ich meine Ansicht dahin aus, dass ich Martin

zur Annahme eines Architas »le jeune« (II, S. 358} nicht folgen kann.

Viehnehr will ich dagegen eine Aeusserung von Heinrich Keil in

Erlangen vorführen, welcher in den N. Jahrbb. f. Ph. u. Päd. 95 Bd.

S. 643 sagt: »(Es) bietet die Litteratur der griechischen Grammatiker

Beispiele genug von Büchern mit einem berühmten Namen, in denen

Niemand echte Werke des Grammatikers dessen Namen sie tragen

sucht, ohne deswegen überall einen gleichnamigen jüngeren Gramma-
tiker unterzuschieben. Nehmen wir nur die grammatischen Schriften

Herodians und lassen alles, wobei andere Herodiaue in Betracht kom-

men können, bei Seite. Neben den echten Schriften Herodians trägt

manches seinen Namen, von dem einiges Herodianische Lehren mit

fremdem Gut gemischt und verunstaltet giebt, anderes schwerlich mehr

als den Namen mit ihm gemein hat, wofür wir ihm aber doch nicht

sogleich einen neuen Namensgenossen geben.« Dagegen gewinnt mir

die Ansicht von Hultsch an Wahrscheinlichkeit, nach welcher Boetius

wie Archytas nur die Namen hergeben mussten, die überlieferte ars

geometrica aber in das 10. Jahrh. gehört.

38) In Betreff der Darstellung der Zahlen mit den Fingern bei

den Römern ist am bessten auf den bereits (4) erwähnten Vortrag

von Rödiger zu verweisen. Dort finden sich auch die Stellen aus lat.

Classikern angegeben, welche die allgemeine Verbreitung dieses Ge-

brauches und die Nothwendigkeit der Geübtheit in demselben bezeu-

gen. Dieselben Stellen sprechen auch dafür, dass diese Darstellungen

ebenso geschahen, wie sie in 5 bis 7 angegeben wurden. Wie weit

auch die in 8 besprochenen Darstellungen mit den Händen altrömisch

waren, weiss ich nicht zu sagen.

39) Dagegen kommt man auf andere Arten der Darstellung von

Zahlen durch die Finger, wenn man die Aufsätze liest, welche von

der Entstehung der Zahlwörter und der römischen Zahl-

zeichen handeln. Ich kenne davon folgende: Leupold, theatrum

arithmetico-geometricura S. 3—4 §. 6 und Taf. III, Fig. I, b, wo die

Zeichen IUI, V, Villi, X, L, C, D, (I) sehr hübsch init 2 Händen und

deren Fingern gezeichnet sind; E. Huschke, die iguvischen Tafeln u.

d. ü., in welchem Werke S. 528—530 zu den Fingern der Hände auch

di« Füsse noch beigezogen werden; Fr. Müller's Bemerkungen über die

Zahlwörter in »Orient und Occideut« 1862 S. 127 — 132, worin die
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einfachste Darstellniio- der Zahlen durch die Anzahl der Finger vor-

ausgesetzt wird, ähnlich, wie sich eine solche in einem 8choliou des

Noviomagus findet (Vgl. Gerbert etc. S. 23. Z. X. S. 251—252). Doch

ist hier alles nur Vermuthung und man wird auch schwerlich über

diesen Stand hinauskommen.

40) Ueber die Entstehung der römischen Zahlzeichen

handeln weiter Nesselmann S. 86 — 90, Cantor m. B. S. 159- 162.

Auch E. Göbel mag genannt sein, der in der Ztschr. f. d. östr. Gymn.

1856. S. 764 M auf O und C auf zurückführt. Besonders beach-

tenswerth ist, was Mommsen I S. 19—20 und S. 33—34 sagt, woraus

zugleich erhellt, dass die Römer desshalb nicht darauf kommen konn-

ten, ihre Buchstaben so wie die Griechen zu verwenden, weil es ihrem

Alphabet au der dazu nöthigen festen Ordnung von Anfang an fehlte.

Nach Mommsen nun verwendeten die Etrusker für 10 und 100 die

vacant gewordenen Doppelbuchstaben xc und aa (S. auf d. Tafel N. 5),

Avie die Griechen Koppa, San und Stigma, und nachdem sie sich an-

fangs mit diesen nothwendigsten Zifi'ern begnügt , fügten sie später

die Zeichen für 5, 50 und 1000 (S. auf der Tafel N. 6) bei, wie 0.

Müller vermuthet, nach den Anfangsbuchstaben u % f der betreftenden

Zahlwörter. Dass nun V nicht die Initiale des Zahlwortes für 5

ist, bringt Mommsen in der Anm. 43 auf S. 43 bei, und nachdem er

bezüglich der römischen Zeichen (S. auf der Tafel N. 7) für 10, 50

und 1000 bemerkt hat, dass sie genau den von den Römern aus dem

Alphabet entfernten Buchstaben für /, i*-, (p entsprechen, fügt er selbst

bei, dass freilich unverkennbar zwischen den römischen und etruski-

schen Ziffern eine gewisse Ausgleichung stattgefunden hat, und

weiter, dass er nicht zu sagen wisse, warum V oder A für 5

stehe.

Unter solchen Umständen und da auch die Analogie mit den

Griechen nicht zutrifft, weil diese ihr ganzes Alphabet zu Zahlzeichen

benutzten und also auch leicht auf den Gedanken kommen konnten,

nicht mehr gebrauchte Buchstaben dafür zu verwenden, während die

Etrusker und Römer ihre Buchstaben nicht als Zahlzeichen gebrauch-

ten und es ihnen daher ferner lag, nicht nöthige Buchstaben so zu

verwenden, unter solchen Umständen also dürfte es das gerathenste

sein, an die Anlässe zu denken, welche die Etrusker und Römer über-

haupt haben konnten, Zahlen durch Zeichen darzustellen.

Mit grösster Wahrscheinlichkeit ist dieser Anlass die Vermessung

des Landes durch die Gromatiker gewesen, zu welcher als Messrutlie

die pertica oder decempeda diente, und wenn es nun als das natür-

lichste erscheinen muss, dass man die Stelleu von 10 zu 10 Fuss mit
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einem Querstrich durch die abzumessende Linie bezeichnete, so liegt

es doch sehr nahe, dass das Zeichen + oder in bequemerer Form X
als das für 10 gewählt wurde, und die Hälfte desselben, nämlich V
oder ^ als das Zeichen für 5. Ganz natürlich war es dann weiter die

Einfassung von 10 (S. auf der Tafel N. 8) als Zeichen für 100 zu

nehmen, und die Hälfte davon als Zeichen für 50.

Für 1000 war es am natürlichsten auf 1 zurückzugehen und durch

Einfassung diese neue Einheit ebenso von dem gewöhnlichen 1 zu

unterscheiden, wie das Zeichen für 100 von dem für 10. (S. auf der

Tafel N. 9). Die Hälfte davon gab wieder ein Zeichen für 500.

Frühzeitig jedoch — wann es geschah vermochte ich nicht zu

ermitteln — scheint die naheliegende Abkürzung der Worte centum

und mille für 100 das Zeichen C und für 1000 das Zeichen ^, und

nach Augustus M (Mommsen I. S. 30) aufgebracht zu haben. Ein

blosses Fortsetzen des Eiufassens und Halbirens ergab die For-

men für 10000, 5000, 100000 und 50000 (S. auf der Tafel N. 10).

Ein mehr als 3 maliges Einfassen durch Bögen musste undeut-

lich werden, man ersetzte daher dasselbe durch Einfassung vermittelst

zweier verticaler Striche. Dies zeigen die auf dem oben (32) er-

wähnten ehernen abacus befindlichen Zeichen (S. auf der Tafel N. 11).

Bei Claude du Molinet, Cabinet de la bibl. de S. Genev. Tab. II

Fig. I , und bei Leupold theatr. arithm. - geom. S. 8 findet sich das

Zeichen gl *}•

Von grossem Interesse war es mir im Rheinischen Museum XXIV,

1 S. 31 von Ritschi die "Worte zu lesen: »Wer einer [Hypothese] ab-

geneigt ist, wird sich entschliessen müssen, die veränderte Gestalt der

Zahlzeichen von aller Analogie der Buchstabenveränderung gänzlich

los zu trennen.« Es bestätigt mir diese Aeusserung, dass es richtiger

ist in den röm. Zahlzeichen keine Buchstaben zu suchen." Auch Ritschi

bemüht sich ebendort S. 12—13 erfolglos den Zusammenhang mit den

Buchstaben klar zu machen.

41) Für das Anschreiben von 3000 und 4000, 8000 und 9000

und ebenso für die entsprechenden Zehntauseuder und Huuderttausen-

der war die Wiederholung der Zeichen mit den Bögen um das Zeichen

für 1 allzulästig, als dass man nicht ein anderes Mittel der Dar-

stellung hätte suchen müssen. Als das nächste Auskunftsmittel bot

*) Keil giebt in seiner Ausgabe der Prisciani opera minora 18G0 für 500000

das Zeichen q' d. h. den Buchstaben q für quingenta und den Apostroph für

niilia, und für 1 Million ((I))
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schon die Sprache die Wiederhohmg der Zeichen für die Einer, Zehner

und Hunderter auch für die der Tausender dar. Die Beschreibung des Wor-

tes milia, oder, wenn keine Zahlen unter Tausend vorhanden waren, die

Beisetzung von M als Abkürzung von milia, deuteten genügend an,

wie die Zeichen zu nehmen waren. So steht bei Cic. fragm. ed. Klotz

S. 288 §. 53 XII milia DCCCCLIV. Beispiele für M am Ende geben

Nesselmann S. 90 und Marquardt III, 2 S. 33. Dafür , dass ein blos-

ses M auch dann steht, wenn kleinere Zahlen noch darauffolgen, weiss

ich jetzt nur anzuführen die Stelle bei Cic. fragm. ed. Klotz. S. 288.

§. 54. XIIMDCCCCLIV und das Citat aus dritter Hand DCC. M.

XXVII bei Nesselmann S. 90 Anm. 37. Herr Rektor v. Jan, von dem

ich wiederholt freundlichste Auskunft über die Zahlausdrücke bei Pli-

iiius auf meine Bitte erhielt, hält diese Schreibweise auch nicht für

richtig. Dagegen scheint frühzeitig als Zeichen für die Tausender der

horizontale Strich über den Zahlzeichen verwendet worden zu

sein, wenn es auch längere Zeit gebraucht hat , bis mau auch 1 statt

M schrieb. Dass auch ein Häkchen '^, seltener ', die Tausender be-

zeichnete, theilt Mommsen IV, S. 47 mit. Wenn aber Marquardt III,

2 S. 32 Anm. 161 angiebt, dass in dem aus einem Pariser Codex mit-

getheilten fragmentum mathematicum bei Bredow, epist. Paris. Lips.

1812 S. 221 die Tausender durch 2 Striche bezeichnet seien, z. B.

11 D = 2500, so ist das ein Versehen. Denn das Facsimile des Co-

dex hat diese Striche nicht, und ausdrücklich heisst es S. 222 : 700,000

scribitur a Romanis DCC: sed omissae sunt lineolae in niem-

branis.

Endlich bemerkt Nesselmaun S. 90 , dass M wohl auch ausge-

lassen worden sei und ein Punkt zwischen den Tausendern und den

niederen Zahlen die Stelle vertreten habe. Es scheint jedoch nur ein

Schreibversehen oder auch Bequemlichkeit oder Unachtsamkeit gewe-

sen zu sein, dass man das eigentliche Zeichen für die Tausender weg-

liess, denn die Punkte finden sich bei jeder Zahl vor und nach ihr

und auch oft zwischen den Hundertern und Zehnern, oder Einern, um
sie besser von den Worten zu unterscheiden und sie selbst übersicht-

licher zu machen. Ebenso wenig ist eine multiplicative Methode

in allen diesen Abkürzungen zu sehen, da sie ja alle nur die Stelle

des Wortes milia vertreten und die Zahlen vor diesem Wort ganz in

derselben Weise stehen, wie vor jedem anderen Substantivum.

42) Für grössere Zahlen ergab sich eine ähnliche Abkürzung
von centena milia oder nurcentena, wenn noch andere Tausender

folgten. Man hatte dafür als Zeichen zwei senkrechte Striche
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zu beiden Seiten der Zahl der Hunderttauseuder, die oberhalb der Zahl

mit dem horizontalen Strich der Tausender verbunden wurden. Doch

that man dieses nur bei 1 Million und den Zahlen darüber hinaus.

Vgl. Marquardt III, 2 S. 32, insbesondere Anm. 161 und V, 1 S. 98

Anm. 522, wo besonders der Nachweis der verschiedenen Stellen-

vertheilung in der nämlichen Urkunde, nämlich undeciens LVIII .

CL = 11,58, 150 und iX|CLXXX DC = 1,180,600 zu beachten ist.

Es ist also bei den Zahlforraeu aus Plinius, die Nesselmaun S. 90 und

Cantor S. 164 besprechen, an keine Verhundertfachung durch

eiuen Punkt zu denken, sondern statt . XVI . XX . DCCCXXIX muss

. |XVr| . XX . DCCCXXIX geschrieben stehen, wie es sich im Bam-

berger Codex auch findet. Da man aber beim Aussprechen die Zahl-

adverbien tür die Millionen anwendete (Plin. bist. nat. 33, 10), so

konnte als Abkürzung für sedecies oder sedeciens auch XVI''^ oder XVP"^

von einem Copisten geschrieben werden und daraus das blosse XVI

entstehen, wie man auch XHS für decies HS oder HS |X| schreiben

konnte. Wurde milia geschrieben, so konnte für die Hunderttausender

auch der einfache Strich genügen, wie z. B. Hultsch IL S. 34 L DCCLX
milia für quiuquagies centena septingena sexagena milia erklärt, wobei

jedoch zur Vermeidung der Zweideutigkeit besser septingenta sexaginta

geschrieben stünde. Uebrigens hält v. Jan diese Art der Bezeichnung

der Hunderttausender, die man durch Sillig's und auch seine eigene

Ausgabe von Plinius bestätigt sehen könnte, nicht für richtig, und er

zieht selbst die Einfassung durch 2 Striche an der Seite, wie sie Det-

lefsen hat, jetzt vor.

Noch mehr sind mir die anderen Zahlform eu bei Plinius, in wel-

chen der horizontale Strich verhundertfachen soll, als echt römi-

sche Zahlformen sehr zweifelhaft geworden. Ich habe auf die scharf-

sinnige Erklärung Martin's II S. 295 — 297 in den Blättern für das

Bayerische Gymnasialschnlwesen II S. 174— 175 aufmerksam gemacht,

wornach für alle die Zahlausdrücke, welche aus 2 oder mehreren Ab-

theilungen bestehen und bei denen die Abtheilung zur Rechten ihrer

einfachen Bedeutung nach zu nehmen ist , folgende Regel bestünde

:

Wenn die Abtheilung zur Rechten Hunderter enthält, so ist die Ab-

tlieilung zur Linken tausendfach zu nehmen, wenn aber jene nur Zeh-

ner und Einer enthält, dann ist diese nur hundertfach zu nehmen.

Ich konnte damals keine zustimmende oder abweisende Bemerkung

dazu machen. Bei der näheren Betrachtung der römischen Zahlzeichen

aber kann ich einerseits es nicht für möglich halten, dass Plinius eine

vom gewöhnlichen Gebrauch abweichende Schreibweise anwendete,
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ohne auch nur ein Wort davon zu sagen, andererseits sehe ich aber

auch nicht ab, wie ein Römer XXIV . XXV = 2425 hat lesen und

aussprechen können, da ich centenus in der Bedeutung Hunderter erst

seit dem X. Jahrhundert nachweisbar finde. Martianus Capeila sagt im

7. Buch §. 746 Fines ergo vellimites mihi sunt Monas, Decas, Ecatontas

et mille. Ich habe in dem Bullettino di bibliografia e di storia delle

sc. matem. e fis. Roma 1868 Tom. I S. 48— 49 auf diesen Umstand

aufmerksam gemacht und den Wunsch ausgesprochen, dass sich Je-

mand finden möge, der nicht nur die echten Zahlen bei Plinius ein-

setzt, sondern dieselben auch in den echten Zeichen. Nachdem mir

der Anfang der Ausgabe des Plinius von Detlefsen bekannt wurde,

scheint mir die Erfüllung dieses Wunsches bereits begonnen zu haben.

43) Es dürfte hier die passendste Stelle sein auch von den Feuer-

signalen der Römer zu reden, weil bei diesen durch die Stellung

gleichfalls eine Verhundertfachung und auch eine Verzehnfa-

chung der 9 Einer vorzukommen scheint. Cantor hat, m. B. S. 165

—165, eine Uebersetzung der griech. Stelle (Veterum Mathematicorum

opera. Paris 1693. p. 315) geliefert, die nicht ganz dem Original ent-

spricht. Er übersetzt näpta offa xai ßotXovvai durch »alle Zah-

len« und nimmt sich dadurch von vornherein die Möglichkeit des

richtigen Verständnisses der Stelle. Nicht Zahlen, sondern Worte
telegraphirten die Römer und zwar mit griechischen Buchstaben

und mit diesen natürlich »alles, was sie wollten.«

Die nöthigen Verbesserungen des griechischen Textes und eine

lat. Uebersetzung desselben, habe ich in dem oben erwähnten Bullettino

S. 49 und 50 gegeben. Ich will hier eine deutsche Uebersetzung ein-

schalten: »Ausserdem unternehmen die Römer etwas für mich sehr

staunenswerthes. Sie drücken nämlich, was sie nur wollen, durch

Feuerzeichen aus. Dies thun sie in folgender Weise: Sie bestimmen

drei Plätze, die sich für Feuerzeichen eignen, den einen zur Rechten,

den anderen zur Linken, den dritten in der Mitte. Auf diese verthei-

len sie die Buchstaben so, dass a bis & auf den linken, i bis n auf

den mittleren, q bis w auf den rechten Platz kommen. Wenn sie nun

a ausdrücken wollen , lassen sie links e i n Feuerzeichen aufleuchten,

wenn /9, zwei, wenn j', drei u. s. w. Wenn sie aber i ausdrücken

wollen, geben sie in der Mitte ein Zeichen, wenn A, drei u. s. w.

Ebenso geben sie, wenn sie q ausdrücken wollen, rechts ein Zeichen,

wenn er, zwei, wenn t drei u. s. f. Dies thun sie, um der Nothwen-

digkeit auszuweichen, so oft mal die Zeichen zu geben, als eigentlich

die Buchstaben bedeuten. Denn wenn sie q ausdrücken wollen, gebeii
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sie das Zeichen nicht hundert Mal, sondern, wie gesagt, nur 6 in

Mal rechts. So verfahren sie aber nach Verabredung unter sich. Die

Einen geben die Nachricht in Zeichen , die anderen nehmen dieselbe

in Empfang, schreiben die ausgedrückten Buchstaben auf, lesen die

Worte, und geben sie weiter an die nach ihnen dazu Aufgestellten,

und diese übergeben sie den Folgenden bis zu den letzten, welche

Zeichen zu geben haben.«

Es wird also allerdings an Stelle einer zehn- und hundertfachen

Wiederholung desselben Zeichens, die einmalige Vornahme des-

selben gesetzt und zwar durch Anwendung eines anderen Ortes.

Dass aber hieraus für das Anschreiben der Zahlen bei den

Römern gar nichts folgt, hat Martin, I. S. 600, richtig gesehen. Man

beachte auch, dass zwar die griechischen Buchstaben nach ihrem Zah-

lenwerth dabei in Betracht kommen, aber doch nur, um sie als Buch-

staben deutlich zu machen, und ferner, dass es nur 3 mal acht

Buchstaben sind, die zur Anwendung kommen.

44) Es läge nun nahe über die Zeichen zu reden, welche für

die Millionen selbst, ohne Zurückführuug auf die Hunderttausender,

und für die höheren Potenzen von 10 gebraucht wurden und von denen

einige bereits oben (40 am Ende und in der Anm. ) mitgetheilt wurden.

Da sich aber die übrigen erst auf den Abacustafeln des 10. Jahrhun-

derts nachweisen lassen, so soll von ihnen später die Rede sein. Da-

für ist eine Eigenthüralichkeit zu erwähnen, die nur bei den Römern

sich nachweisen lässt (S. Cantor, m. B. S. 156 aber auch das oben (10)

von den Zahlzeichen und den Herculanischen Papyrus bemerkte),

nämlich die subtr aktive Bedeutung der Zeichen für kleinere Zahlen

auf der linken Seite von den nächst oder zweitnächst grösseren ; ich

meine die Formen IV, IX, XL, XC, CD, zu denen Cantor (S. 158) noch

IIX für 8, aber als Seltenheit nennt. Aus dem Werk Auetores lat.

linguae in unum redacti corpus. Notae Dion. Gothofredi 1595 habe

ich mir folgende Formen *) bemerkt: col. 1513 XIIX = 18, IX . I =
19, col. 1526 XXIIX =: 28, col. 1549 IIX = 8, XIIX =: 18, XXC =:

80, und aus Sertorius Ursatus de notis Rom. bei Graevius thes. ant.

rom. Vol. XI col. 790 C : IXIX = 18 und IXXI =: 18. Weitere

Ausdrücke siehe auf der Tafel N. 12). Varro de re rust. S, 129 ed.

Bip. steht: XXCIX = 89. Hultsch, II S. VIII, 117 bringt aus dem

plebiscitum des Silianus und aus anderen Inschriften die Formen IIL,

IIX, XIIX, XXIIX bei.

*\ Notae antiquitus niagis quam nunc usurpatae ist dazu bemerkt.
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Der Gedanke von Huschke, S. 529, dass diese Art der Darstellung

mit auguralen Ansichten zusammenhänge und die günstige Seite

additiv, die ungünstige subtraktiv wirkend gedacht sei, hat vieles für

sich, es kommt aber darauf an, wie alt diese Darstellungsweise ist. Die

älteren Handschriften geben 4 durch IUI und 9 durch YIIII u. s. w.

Huschke S. 595. Anm. behauptet, dass lY erst sehr spät vorkomme

und schon Noviomagus, de numeris I, 8 und 11 trennt IV von IX, XL

u. ä. als eine Form, welche die Alten nicht anwendeten. Es könnte

also diese Art erst später zur Bequemlichkeit des Anschreibens aufge-

bracht worden sein und es lässt sich nicht leugnen, dass die Sprache

durch ihr undeviginti u. a. dies recht nahe legte. Näheres habe ich

nicht ausfindig machen können.

Einem ähu liehen Verlangen abzukürzen verdankt wohl die Form

^ für 6 ihre Entstehung, die, wie ich glaube, nur eine bequeme Schreib-

weise für VI ist. Lachmann wendet sie in seiner Ausgabe der grom.

vet. an, z. ß. 209, 10. 19. 212, 7. 214, 7. 224, 8. 300, 8. Hultsch

(U, S. VI) führt dieselbe aus 2 vetustissimis libris, einem cod. Petro-

politanus 207 und einem liber Isidori (cod. Guelferbytanus Weissenb.

64 saec. VIII? S. XVI) an. In der Diplomatik einiger Benediktiner

von der Congregation des heil. Mauri finde ich (S. 68 der Uebersetz-

ung, Erfurt 1767), dass dieses Zeichen, welches jene für das Episemon

c der Griechen hielten, seit dem 5. Jahrhundert in den lat. Handschrif-

ten üblich war. Von einer Münze aus dem 6. Jahrb., welche dieses

Zeichen trägt, spricht Alemanuus in seinen notae in hist. arc. Procopii

(S. 391 im corp. Script, hist. Byz. Vol. III. Bonn 1838).

45) Eine andere merkwürdige* Thatsache ist, dass die Römer

frühzeitig besondere Zeichen u n d N a m e n für bestimmte Brüche
hatten. Es beweist sich dadurch ihr Sinn für das praktische Le-

ben, wie er in gleicher Weise bei den alten Aegyptern sich fand, bei

denen die Brüche mit dem Zähler 1 eine grosse Rolle spielen *). Zu

beachten ist auch, dass bei diesen Brüchen das Duodecimalsystem
sich findet, wie bei den attischen Rechnungen mit Drachmen zu 6

*) Man vergleiche hierüber Lepsius in der Zeitschrift für ägyptische Spra-

che und Alterthumskunde 18G5. Dec. S. 101— 110. Brugsch ebendort 1865 Aug.

S. 65—70 (Gelegentlich sei hier bemerkt, dass die mühsamen Wendungen S. 68,

um
I

aus \ ^ durch eine überdies unrichtige Rechnung herauszubringen, durch

das einfache ^ . ^ d. h. die Hälfte von ^ sich ersetzen lassen; doch weiss ich

nicht, ob die Hieroglyphen diese einfache Erklärung zulassen.) und in der Schrift

numer. ap. vet. Aegypt. demot. doctr. S. 14—25. S, 30 und Taf. II. Pihan S.

33. und 38—39.

Friedlein, element. Aiitliui. 3
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oboli und 12 dimidii oboli (S. Brugsch S. 14) und mau wird dadurch

sofort an die auffallende Aehnliclikeit der römischen Zahlzeichen und

der Verwendung von 5, 50 u. s. w. dabei mit den altgriechischen,

oben (9) erwähnten erinnert, eine Aehnlichkeit, die höchst wahrschein-

lich ihren Grund hat in dem ebenso von den alten Griechen wie von

den Etruskern und Römern gebrauchten Abacus mit Linien (Vgl. 3).

Völlig stimmt dazu, dass auf dem römischen Abacus (Vgl. 32) die unciae,

die semiuncia, der sicilicus (=: \ uncia), die sextula (=: ^ uncia) be-

sondere Einschnitte und Zeichen haben, und auf der salaminischen Ta-

fel (Vgl. 3. 10. 20) die Zeichen und sehr wahrscheinlich auch die Li-

nien für ^ obolus, \ obolus und den xaXzovq = ^ obolus darge-

stellt sind.

46) Zunächst giebt allerdings die Einführung solcher Namen für

Theile eines Ganzen und auch die von Zeichen dafür kein Recht von

einer Bruchrechnung zu sprechen. Wenn man mit Kreuzern und

Pfennigen, mit Loth und Quint, Zoll, Linien, Minuten, Secnnden u. ä.

rechnet und auch die Zeichen xr., dl., ' " u. ä. gebraucht, hat man

keine Bruchrechnung, sondern eine Rechnung mit ganzen Zahlen.

Wird aber Name und Zeichen für einen bestimmten Theil eines be-

liebigen Ganzen gebraucht, dann wird das Wort ein abstrakter

Zahlbegriff und das Zeichen ein allgemeines Zahlzeichen. Dies

geschah aber bei den Römern mit dem as und seinen Theilen. Es ist

auf das bestimmteste ausgesprochen, dass as jedes Ganze als Eins

darstellt. Baibus adCelsum de asse 1 sagt: quidquid unum est, assem

ratio cinatores vocant (s. Hultsch M. S. 111. Anm. 3. Marquardt III, 2

S. 42—44). Im calculus des Victörius heisst es unitas assis vocatur

(s. Christ in den Sitzungsberichten der Akademie zu München 1863

S.133); daher der Ausdruck in assem und in asse = auf eine Person

oder Sache gegenüber irgend einem Vielfachen, das erwähnt ist ; z. B.

bei Columella II S. 88 und 89. III, S. 115 ed. Bip.

Dass ebenso die Theile des as als allgemeine Zahlbegrijffe an-

gewendet wurden, dafür giebt es allenthalben Belege. So steht Cic.

ad Att. 4, 15, 7 Feuus ex triente . . . . factum erat bessibus.

Liv. 5, 24, 4 heisst es terna iugera et septunces, 6, 16, 6 bina

iugera et semisses agri. Columella II S. 65 ed. Bip. ist dodrans

und quadraus von | und ^ eines Arbeitstages gebraucht. Belege

für Längenmasse giebt Hultsch, M. S. 61. Anm. 5, wo auch Beispiele

von einem ähnlichen Gebrauch von dupondius für 2, sestertius

für 2^ sich finden. Vgl. S. 113 Anm. 12 und 13. Allbekannt ist die

Anwendung dieser Namen der Theile des as in der Bruchrechnung

aus der ars poetica v. 325—330. Wird daher der Name eines Theiles
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einer Sache als ein Theil von as bezeichnet oder als ein Theil eines

Theiles desselben, dann hat es Wahrscheinlichkeit für sich, dass dieser

als abstrakte Bruchzahl in der Bruchrechnung seine Verwendung fand.

Die Namen und Zeichen für as und seine Theile siehe auf

der Tafel unter N. 13. Man sieht daraus, dass man die uuciae wie

die asses behandelte, nur gebrauchte man Punkte oder legte die

Striche horizontal, während die für die Asse vertikal stehen.

Wiederum ganz entsprechend dem abacus ging man nicht bis 5 son-

dern bis 6 und wählte dafür als abkürzendes Zeichen den Anfangs-

buchstaben von semis. Dass dies schon von den Umbrern geschehen

zu sein scheint, sagt Huschke S. 531. Nicht alle diese Namen und

Zeichen waren aber gleich gebräuchlich ; so macht Ernesti in seinen

initia doctriuae solidioris Lips. 1758 S. 841 mit Recht darauf aufmerk-

sam, dass mau im gewöhnlichen Leben statt decunx semis et trieus

d. h. statt |5i 2 ^'^^^ 7 sagte. (S. Keller im Württemberger Correspon-

denzblatt 1866 N. 3. S. 67).

47) Wie weit die Römer in dieser eigenthümlichen Art von

Bruchrechnung gingen, darüber habe ich eine kurze Darlegung in Z.

IX, S. 308 — 309 versucht. Ich habe dort, wie es scheint, zu enge

Grenzen gezogen. Auf Grund der inzwischen erschienenen Werke von

Hultsch, metrol. script. rell. und Olleris, Oeuvres de Gerbert, in welche

S. 357—400 das Werk des Bernelinus aufgenommen ist, zu dessen 4.

Buch der calculus des Victorius benützt ist, will ich mit Beiziehung

dessen, was ich selbst noch weiter fand, nun eine eiugehendere Dar-

legung geben.

48) In seiner Metrologie sagt Hultsch S. 111. Anm. 6: »Varro

»a. a. 0. (de 1. L. 5, 171 f.) kennt nur die semuncia und die sextula,

»letztere bezeichnet er ausdrücklich als den kleiusten Theil des As:

»assis (zu lesen für aeris) minima pars sextula. Die übrigen oben ge-

»nannten Theile fügen Baibus de asse §. 15, Volusius §. 27 ff. Anthol.

»Lat. N. 1067 hinzu.« In I S. 67 Anm. 4 aber macht er die Bemer-

kung »et sicilico et sextula et scripulo ex eo ipso tempore quo primum

argentum signaveruut Romanos in ponderationibus uti coepisse existimo.«

Christ knüpft daran in den N. Jhrbb. f. Ph. und Päd. 91. Bd. S. 435

die Behauptung: »Der älteste römische Denar betrug | Unze und

»das entsprechende Viertel einen Scrupel und diese Gewichte führten

»die Einführung der sextula und des scriptulum in die römische
»Bruchrechnung herbei.«

Dass dies richtig ist, und dass Varro (114— 26 vor Chr.) nicht

nur die sextula als Bruchbezeichnung kannte, ergiebt sich auf's

klarste aus der Stelle de re rustica I, 10, welche auch Hultsch II,

3 *
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S. 52, 7—14 mittheilt: iugeri pars minima dicitur scripulum . . . .

ab hoc principio mensores uonnuraquam clicunt in subsicivum esse

unciam agri aut sextantem aut quid aliud, cum ad iugerura per-

venerant, quod habet iugerum scriptula CCLXXXVIII, quantum as

antiquos noster ante bellum Punieum pendebat. Es ist hier deutlich

genug das scriptulum der uncia und dem sextans gleichgestellt und als

iy|g des alten as bezeichnet, so dass nicht länger gezweifelt werden

kann, dass Varro als kleinste jener Bruchzahlen, die von dem as

als Einheit ausgehen, das scriptulum kannte. In eben diesem Sinn ist

auch das scripulum bei Cicero ad Att. 4, 16, 13 zu nehmen und nicht

blos als eine allgemeine Bezeichnung für eine geringe Masse ohne be-

stimmten Zahlenwerth, wie ich in der oben erwähnten Stelle noch

meinte. Wenn daher Varro sagt aeris minima pars sextula, so meint

er damit die Theile des aes gegenüber dem argentum, und es ist also

die Ersetzung des aeris durch assis, die Hultsch vornehmen will, nicht

zulässig. Es stimmt dazu, dass auf dem röm. Abacus (s. 32 und 45)

die sextula als der kleinste dargestellte Bruch erscheint.

Für die Rechnung mit dem Silber nennt Varro nicht nur den

denarius, quinarius und sestertius sondern auch die besonderen dafür

gebräuchlichen Bruch theile, die libella = ^\ denarius, die sem-

bella = ^ libella und den teruncius =: \ libella, wie tres uuciae

rz: \ as. Hultsch, M. S. 207. Anm. 21 , weist aus dem Ausdruck he-

res ex libella für den Zehntel erben (Cic. ad Att, 7, 2, 3: fecit palam

te ex libella, me ex teruucio) nach, wie sehr diese Bezeichnung auch

in den gewöhnlichen Sprachgebrauch überging, wofür sich

auch weitere Beispiele noch finden, die in den lat. Wörterbüchern an-

gegeben sind. Ebendort S. 111 Anm. 5 setzt aber Hultsch den terun-

cius gleich dem quadrans, was zu dem obigen nur stimmen würde,

wenn ihm der heres ex libella =: heres ex asse wäre. Näheres wird

sich weiter unten aus der Schrift des Maecianus ergeben. Hier ist

zunächst anzufügen, dass die Bruchrechnung zur Zeit Varro's aus-

ser den oben genannten noch folgende Brüche umfasste: semuncia,

sicilicus, sextula, dimidia sextula, scriptulum. Vgl. Hultsch II S. XXV
—XXVIII. Die Zeichen siehe auf der Tafel unter N. 14. Was das

Zeichen für semuncia auf dem römischen Abacus betrifft, so ist es

höchst wahrscheinlich das für ], da der Einschnitt für die unciae da-

neben sich befindet, also eine Verwechslung mit j as nicht zu besor-

gen war.

49) Vitruvius (c. 50 vor Chr.) bietet in seinem Werk de ar-

chitectura besonders im 15. und 17. Kapitel des 10. Buches viele

Brüche, aber leider haben auch die neuesten Herausgeber Rose und
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Müller-Strübing (Lips. 1867) die dortigen Räthsel nicht zn entziffern

vermocht, sondern sich begnügen müssen, die Zeichen wiederzugeben,

welche die beiden wichtigsten Handschriften, der codex Harleianus aus

dem IX. und der codex Gudianus aus dem XI. Jahrhundert enthalten.

Aber auch diese scheinen nicht ganz genau wiedergegeben, da die

Buchstaben T, K, F, Z, C, A, ä, T, die Ziffer 9 und das in 44 er-

wähnte Zeichen für 6 dafür gedruckt sind, welche zwar bekannten

Zahlzeichen ähnlich sehen *), aber nicht identisch mit ihnen sind.

Die Beiziehung von Reber's Uebersetzung (Stuttgart 1865) hilft

über die Schwierigkeiten nicht hinweg, vielmehr überzeugt man sich

bald, dass die dort angegebenen Zahlen zur handschriftlichen Ueber-

lieferung nicht stimmen; insbesondere ist es durch diese ausser Zweifel

gestellt, dass die S. 334 §. 3 von der Grösse des Spannloches für ver-

schiedene Gewichte der Schleudersteine angegebenen Zahlen zu hoch

gegriffen sind. Zweifelhaft könnten auch die Sechzehntel, die auf

S. 335 — 337, und die Achtzehntel, die auf S. 335 genannt sind , er-

scheinen; aber es konnten diese Zahlen in Zeichen ausgedrückt wer-

den, weil für ein Sechzehntel und ein Achtzehntel zwei Zeichen aus-

halfen. Vgl. unten 55.

In Worten ausgedrückt finden sich folgende Brüche: sicilicus

S.207,2. 271, 8, sextans67, 7.264, 25. quadrans68, 3. triens67,7.

semis67, 7. 72,4. 6. 74, 13u. ö. bessis (bes?) 67,7 ss. dodrans 163, 17.

266, 13. Häufig findet sich dimidia pars; von pars tertia ist die Rede

65, 15 SS. 77, 11. von p. quarta 65, 15 ss. 68, 8. 72, 10. 266, 20. 270,

4. 277, 2 u. ö. p. sexta 65, 14 ss. 270, 1. 7 u. ö., p, septima 81, 5. 12.

87, 17 u. ö., p. octava 26, 13. 27, 5. 65, 13. 73, 10. -269, 18 u. ö., p.

nona p. 73, 22. 266, 8 u. ö., p. decima 65, 10. 73, 22 u. ö., p. duode-

cima 79, 19. 82, 13 u. ö., p. XIIII 97, 9. 26, p. sexta decima und de-

cuma 26, 7. 29, 2. 271, 15 u. ö., octava decuma 68, 17., duodevicensima

78, 20. quinquagesima 74, 5. octagesima 48, 27. S. 68, 1 ss. wird zwar

*) T könnte aus
|

= 2 unciae, r gleiclifalls aus
|
=2 unciae, F aus

I

~ = 3 unciae, 3 aus ^ gleichfalls = 3 unciae entstanden sein ; K ist höchst

wahrscheinlich das Zeichen der sescuncia, also = | und daher S. 271, 3 der

erwähnten Ausgabe des Vitruvius von pars VIII K das erstere pars VIII die

Glosse zu K. Das Zeichen für 6 könnte das der semuncia sein und C das für

die sextula, es ist aber wahrscheinlicher, dass beides Verstümmelungen der Zei-

chen für 6 oder für 2 unciae sind. Die Ziffer 9 kann den sicilicus vorstellen,

welches Wort sich S. 207, 2 und S. 271, 8 findet, kann aber auch = 1 uncia

sein, z ist das Zeichen für den sextans, A ist für das a der Handschriften ge-

druckt und könnte ein Zeichen für 1 sein.
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von drachma und oboli gesprochen, aber nur als von griechisclien

Münzen. fS. 177, 20 steht auri scripulum gegenüber einem cen-

tenariuin pondus, so dass es als kleinstes Gewicht aber nicht als

Bruchzahl gebraucht ist. Für kleine Stückchen Gold steht S. 178, 5

micae auri. Es berechtigt also mindestens nichts zu der Annahme,

dass Vitruvias eine ausgedehntere Zahl von Bruchzeichen gekannt hätte

als Varro. Auf diese Annahme aber kann man kommen durch die

Erklärung der Zeichen, die Philander in seiner Ausgabe des Vitruvius

von 1586 S 460 giebt. Es fehlt aber derselben an jedem Halt.

50) Bei Columella (c. 50 n. Chr.) findet sich als minima pars

iugeri (Hultsch II, 55, 4— 6) das dimidium scripulum, aber es muss

dabei berücksichtigt werden, was im Vorhergehenden gesagt ist (ib.

54, 19— 22) iugeri partes non omnis posuimus, sed eas quae cadunt in

aestimationem facti operis. uam minores persequi supervacuum fuit,

pro quibus nulla merces dependitur. Es giebt also Columella keine

Angabe der Grenze der angewendeten Bruchzahlen, sondern nennt

nur ^ als den einzigen Bruchtheil des scripulum eines Ackers, dessen

Bearbeitung noch bezahlt wurde, der also allein in Rechnung gebracht

zu werden verdient. Dabei deutet er auch an, dass es noch andere
Bruchtheile eines scripulum giebt, die kleiner als ^ sind. Wie man
diese darstellte, zeigen die Stellen im 5. Buch des Columella,

in denen quinta et vicesima pars und decima pars scripuli angeführt

sind. Bezüglich der Brüche zwischen ^ und ^^ uncia ist zu bemerken,

dass Columella für duo scripula keinen besonderen Namen hat,

wohl aber für 4 und 6 die Namen sextula und sicilicus.

51) Eine reiche Fundgrube für Brüche ist Frontinus de aquae

ductibus (c. 90 n. Chr.). Durch die erfolgreichen Bemühungen Bue-

chelers (ed. Lips. 1858) ist möglichste Verlässigkeit in den Zahlzei-

chen nunmehr hergestellt und es zeigt sich, dass Frontin den Inhalt

der fistulae bis auf scripula bestimmte, dabei aber nur die Bruchzei-

chen der unciae, das der semuncia und das des scripulum anwendete.

Von letzterem fügt er die Anzahl in römischen Ziffern rechts von dem

Zeichen bei und erspart sich damit die Zeichen für sicilicus und sex-

tula. Ersterer wird aber im 28. und 32. Kapitel erwähnt.

52) Aus des Baibus expositio ad Celsum (c. 103) ist hervorzu-

heben, dass als kleinstes Längenmass der digitus angegeben und dazu

bemerkt wird (Hultsch, II, 58, 8 — 9) si quid infra digitum metiamur,

partibus respoudemus, ut di midiam aut tertiam. Es geschieht

also bei dem digitus dasselbe, was Columella bei dem scripulum that.

Von den Bruchzahlen, die zum as gehören, ist nur die Spur vorhan-

den, dass (ib. 13—14) als ein Mass genannt ist sextans, quae eadem
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dodrans appellatur, was Hultsch (II, 13) dahin erklärt, dass dieses

Mass :=z l ^vlov =: ^ pes war.

53 j Das Buch des Hygiiius de coudiciouibus agrorum würde

ein Zeichen für das dimidium scripulum enthalten, wenn, was Lach-

mann, Grom. I, 123, 8, drucken Hess, den Handschriften und dem,

was man über diesen Bruchtheil weiss, gemäss wäre. Hultsch hat

(ib. S. VI— VII) die Unhaltbarkeit desselben dargethan und spricht

seine Ansicht dahin aus, dass Hygin für das halbe Scripulum ein gan-

zes angenommen und dessen Zeichen geschrieben habe. Könnte aber

nicht auch nach dem Zeichen für das scripulum das Zeichen S gestan-

den sein, wie I, II u. s. w. bei Frontin und P I S : : S ( i^ ?)3VIIIS

bei Marquardt III, 2, S. 43 Anm. 199? Man könnte diese Bezeichnung

wenigstens kein besonderes Zeichen für ^ scripulum nennen.

54) Von besonderer Wichtigkeit ist des Vo Ins ins Maecianus

assis distributio (c. 146), welchen Namen mir wenigstens Böcking mit

Recht als Titel angenommen zu haben scheint. Denn die assis distri-

butio ist, wie Maecianus selbst sagt (Hultsch ib. 61, 13), sein Haupt-

zweck, und er handelt davon auch von §. 1 bis §. 76. Dazu will er

aber auch gelegentlich noch anderes beiziehen, und so kommt er im

§. 77 auf die divisio ponderis, im 78. auf die numerata in aere

pecunia und im folgenden auf die mensurae, so dass hierdurch das

item in den üeberschriften der Handschriften, welches Hultsch für

eingeschoben zu halten geneigt ist, seine volle Berechtigung erhält,

Nach Hultsch (II, 17) lautete der Titel: Distributio item vocabula ac

notae partium in rebus quae constant pondere numero mensura.

55) In dem Haupttheil seiner Arbeit setzt Maecianus zuerst die

Theilung des solidum, quod as vocatur, d. h. die Theilung eines

beliebigen Ganzen in 2, 3, 4, 6, 8, 9 und 12 gleiche Theile aus-

einander und giebt die anderen Bruchtheile an, die sich daraus bilden

lassen. Von dieser divisio maiorum [xijg ^ovädog] partium, die er §.26

celebris et nota nennt, unterscheidet er die unciae divisio als eine non

tam celebris quidem, sed tamen non adeo ignota, und giebt sie an als

vollzogen in 2 semunciae, 3 binae sextulae, 4 sicilici, 6 sextulae, 12

dimidiae sextulae und 24 scriptula. § 39 bemerkt er, dass man zwar

auch diese Theile wieder beliebig theilen könne, aber dass man da-

für weder Zeichen noch besondere Namen finde. Nur vom

Hörensagen kennt er den Namen simplium für das dimidium

scriptulum. Zu beachten ist, dass Maecianus ein lebhaftes Gefühl von

der Dürftigkeit dieser Bruchrechnung hat. Schon im Vorwort

bemerkt er: deprehendes distributionem quidem partium infini-

tam, oppido autem quam exigua vocabula et notas.
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In den §§. 40—42 weist er hin auf den Mau gel von besonderen

Namen und Zeichen für die lltel, lOtel, 7tel, 5tel und darauf dass von den

Brüchen über die 12tel hinaus bis zu den lOOteln nur j^^ mit semuncia

sicilicus, -j*ä mit semuncia sextula und die den Namen semuncia, duae

sextulae, sicilicus, sextula, dimidia sextula und scriptulum entsprechen-

den Brüche mit diesen Namen bezeichnet werden können. Als eine

früher bei Zinsrechnungen vorkommende Bezeichnung für centesima

nennt er (§. 43) das nach rechts gewendete Zeichen des sicilicus, also

C, welches so oft gesetzt wurde, als centesimae zu rechnen waren.

Die §§. 44—^63 zeigen die Anwendung der im vorhergehenden

genannten Brüche bei der ratio, quae conficitur ad denarium d. h. bei

Geldrechnungen nach dem denarius. Der §. 64 deutet nur an, wie

man verfahren könnte, wenn man mit dem quinarius oder victoriatus

rechnen wollte , wovon er jedoch kein Beispiel eines wirklichen Ge-

brauches weiss.

56) Dagegen enthalten die §§. 65 — 76 die Namen und Zeichen

der Bruchtheile, welche bei der ratio sestertiaria vorkommen,

nämlich j'^ sestertius =libella (— ), ^g sestertius = singula (.5'),

^Q sestertius =: teruncius (T). Hier ist zuerst hervorzuheben, dass

eine Veränderung mit dem Werth der libella seit Varro's Zeit (s. oben

48) vorgenommen wurde. Jener setzt sie =: y'^ denarius, hier erscheint

sie =: yjj sestertius, also auf den 4. Theil herabgesetzt; ihre Hälfte,

welche bei Varro sembella hiess, hat jetzt den Namen singula; bei

dem teruncius blieb Zeichen und Namen aber mit verändertem Werth.

Ferner ist zu bemerken, dass für die libellae bei Maecianus diesel-

ben Zeichen gebraucht werden, wie für die unciae (s. auf der Tafel

N. 13), für die singula dasselbe, wie für die semuncia, für den te-

runcius T, wohl der Anfangsbuchstabe des Namens. Warum nicht

auch hier das Zeichen für \ uncia, nämlich das Zeichen des sicilicus

beibehalten wurde, ist nicht zu ersehen, wenn es nicht eben um des

Namens willen geschah. Es kann aber dieses T nicht als ein allge-

meines Bruchzeichen angesehen werden, da es nur bei der Rech-

nung mit Sesterzen in Anwendung kam und zum Anschreiben der

Werthe diente, die kleiner als 1 sestertius waren, weshalb Maecianus

angiebt, wie man, da 4 asses =: 1 sestertius, 3^, 3, 2^^, 2, l^, 1 und

^ as mit den Zeichen der libella, singula und des teruncius zu notiren

habe. Unter \ as steige, sagt er, die Rechnung nicht leicht herab ; sie

könne es aber, und er giebt noch an, dass \ as durch singula und di-

midio teruncio bezeichnet (notari) werden könne. Es ist zu bedauern,

dass das Zeichen für den letzten Ausdruck nicht gegeben ist, weil man

daraus abnehmen könnte, wie das dimidium scriptulum bezeichnet wurde
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(vgl. 53 am Ende). Sollte TS ursprünglich geschrieben gewesen und

dies nur später in Worten gegeben worden sein ?

Endlich ist noch zu erwähnen, dass Maecianus den Ausdruck

duella noch nicht kennt (§. 28 und §. 42), und drachma (§. 45) scheint

er nur als ausländische Münze zu kennen, nicht als Name eines

Bruches.

57) Die noctes atticae des Gellius (c. 160 n. Chr.) bieten für

die Zahlbezeichuung der Römer nur das beachtenswerthe , dass es da-

mals für hemiolios und epitritos u. ä. noch keine lateinischen

Namen gab (XVIIl, 14). Eine andere Schrift, die in dieselbe und in

die nächstfolgende Zeit fällt und über die Zahlbezeichnung etwas bie-

tet, ist mir nicht bekannt geworden. Ich gehe daher weiter zum li-

ber de asse, der zwischen 232 und 306 anzusetzen ist. Vgl. Hultsch

II S. 14—16.

In diesem beoregnet man dem Ausdruck minutiae für die Bruch-

theile im allgemeinen (§ 1). Bei der Zerlegung des as in Summanden

(§. 2— 12) findet sich der Name semiuncideunx für 10^ unciae , es

wird aber bemerkt, dass dieser Name nicht sehr gebräuchlich ist, und

ein Zeichen dafür fehlt. Endlich werden in den §§. 15—16 als Theile

der uncia, serauncia (^), duella (^), siciliquus (',), sextula (J), drach-

ma (J), hemisescla (x'j), tremissis (j'^), scripulus scrupulusve (>j',)

genannt und ihreWerthe durch scrupuli ausgedrückt. Es liegt also er-

stens eine Erleichterung der Aussprache der Brüche vor, indem duae

sextulae durch duella, dimidia sextula durch hemisescla ersetzt wird,

zweitens aber eine Vermehrung der Ausdrücke für Brüche durch die

Aufnahme der drachma und des tremissis. Letzterer weist auf die Zeit

des Alexander Severus (222—235) von welchem diese Goldmünze zuerst

geprägt wurde. (Hultsch II, 15) und man findet also die Bruchrechnung

wieder Hand in Hand mit dem Münzwesen. Die Zeichen sind nicht

angegeben, und es lässt sich also nur sagen, dass man seit Alexander

Severus also seit Anfang des 3. Jahrhunderts folgende Namen für

die minutiae hatte: semuncia i-^W duella (_sW sicilicus (^V)? sextula

(J^), drachma (gV), hemisescla (r|,), tremissis (x?^), scripulus (>j^^).

Ob also damit, wie mit den obenerwähnten Bruchzeichen gerechnet
wurde, steht dahin.

58) Die Schrift des Censorinus de die uatali (238 n. Chr.)

bietet bereits als lateinischen Ausdruck für epitritou supertertium
(ed. Hultsch S. 18, 9. 20) und spricht von sesquialtera portio

(S. 18, 10). Man vgl. oben 57 am Anfang. An Bruchbezeichnungen

finden sich S. 21, 3 tres quadras für |, S. 40, 17 — 20 diei partem

MDCXXIH (t6^2j)? dierum quiuque undevicensimam (,\-), dierum duum
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et viginti partem undesexagensiraam (^Oi S. 37, 7 diei parte quarta

neben S. 43, 28 pro quadraute diei. Zu beachten ist ferner, dass S.

35, 25 ff. das Gewicht der Herzen durch die dragma bestimmt wird.

Dieses Gewichtes bedienten sich zwar die Aerzte von alter Zeit her

(Hultsch, M. S. 85. Anm. 26 und S. 105), aber erst in der Kaiserzeit

kam es in das römische Gewichtsystem (ib. S. 114) und zwar ist die

Schreibweise mit g die gebräuchliche geworden.

59) Des Vegetius (_c. 380) ars veterin. ist desswegen hier zu

erwähnen, weil sie die älteste Belegstelle für die siliqua enthält,

welche höchst wahrscheinlich seit Constantiu als kleinstes Gewicht bei-

gezogen wurde. Vgl. Hultsch, I, S. 89 Anm, 3. II, S. 183 s. v. tcsgä-

Tiop und Metrologie S. 114 und 249. Wenn also derselbe (11, 27)

sagt: Ex bis in vulgari usu apud Romanos fuerunt siliqua, obolus,

scripulum, so kann sich dies nur auf die Zeit nach Constantiu be-

ziehen.

60

)

Höchst wahrscheinlich vor Priscianus (Hultsch 11, 30— 31)

c. 400 ist das Carmen de ponderibus (ib. 88—98) anzusetzen. In

demselben finden sich v. 1—55 die pondera , und es wird von denen

ausgegangen, welche von den Aerzten gebraucht wurden. Dieselben

sind, so weit sie hiehergehören: semi obolus, obolus, grarama oder

scriplum zu 2 obolus oder nach anderen zu 6 siliquae oder 16 grana

lentis oder 16 speltae oder 4 Jupini, dragma oder olce =: 3 scripla,

sicilicus =z 2 dragmae, sextula =: 4 scripla = l uncia, duella = 2

sextulae, uncia rr: 8 dragmae = 24 scripla ^ ^\ libra. V. 41 — 55

wird die solida libra sive as in 2 Summanden zerlegt, uncia und deunx,

sextans und decunx, worauf bemerkt wird, dass für die semuncia und

sescuncia die entsprechenden zweiten Summanden keine bestimmten

Namen haben (Vgl. 57 das vom liber de asse Mitgetheilte), dann folgt

qnadrans und dodrans, triens und bessis, qnincuux und septunx, end-

lich semissis. Man kann also nicht sagen, dass hier die dragma und

siliqua, der obolus und semiobolus als allgemeine Bruchzahlen bezeich-

net sind, aber es tritt doch hervor, wie sie den früher zu solchen allge-

meinen Bruchzahlen gewordenen Namen später eingereiht werden konn-

ten, da sie hier mit einem Theil derselben ohne x'^ndeutung irgendwel-

chen Unterschiedes vereinigt erscheinen.

61) Von dem 7. Buch des Martianus Capella (c. 410 — 439)

de nuptiis Philologiae et Mercurii ist nur das zu erwähnen, dass er

für ^fiiöXiog, iniTQiTog u. s. w. superdimidius, supertertius u. s.w.

sagt, für die entgegengesetzten Verhältnisse {(prjfxtöXiog, vnÖTQiiog u. s. w.

subdimidius, subtertius u. s. w. als wörtliche Uebersetzungen der griech.

Ausdrücke. Die Verhältnisse mit den Zahlen 1^, P,, |, 4 werden ganz
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quarto proxima oder similis bezeichnet.

62) Dass deu Angaben Prisciaus (c. 440) in dessen liber de

figuris uumerorura nur ein ganz geringer Werth beigelegt werden

kann, hat Hultsch im Philologas XXII S. 202—213 dargetbau (vergl.

II, 22 und 26); es genügt also von dieser Schrift zu erwähnen, dass

obolus, scripulus, siliqua, drachma sive argenteus, uncia und libra

vel as genannt sind und von den bekannten Theilen des letzteren dex-

tans auch als decunx (=: decem unciae) bezeichnet ist, die sescuucia

als sescunx.

63) Aus der Mitte des 5. Jahrb. (c. 440) liegt das einzige uns

bekannte Rech enbuch vor, der calculus des Victorius. Ich habe

nach dem, was Christ in den Sitzungsberichten ^der Akademie zu Mün-
chen 1863 S. 100—152 mittheilte, und was ich aus Handschriften ent-

nehmen konnte, in der Zeitschr. f. M. u. Ph. IX, S. 314 — 320 und

S. 309 dargetbau, dass, als die kleinste minutia in der Rechnung die

dimidia sextula und zur Umwandlung in ganze Zahlen die scripuli als

Hülfsmittel darin vorkommen. Ich muss bei dieser Ansicht bleiben,

habe mich aber durch die genauere Bekanntmachung des Werkes des

Beruelinus durch Olleris in seiner Ausgabe der Werke Gerberts über-

zeugt, dass ich dort S. 320 unter Nr. 5 dem Victorius eine Tabelle

zuviel beigelegt habe, veranlasst durch Worte des Beruelinus, die aber

auch von dessen eigener Arbeit verstanden werden können. Es ist

dies die Tabelle der Produkte aus den Minutien in sich und die klei-

nereu, wofür ich in der Tabelle bei Olleris S. 393— 396 die Zeichen

von dragma, obolus, cerates und calcus gebraucht finde, welche dem

Victorius nicht beigelegt werden können. (S. den Anhang.)

Victorius kennt nur die alLrömischen Namen der Bruchtheile;

dagegen hatten sich die Zeichen wohl schon zu seiner Zeit durch die

häufige Benützung mehr vereinfacht und besonders wurden die Striche

der einzelnen unciae unter sich und mit dem S für semis in einen Zug

verbunden.

Auf der Tafel sind unter 15 die Namen und Zeichen dargestellt.

Nur diese waren im 5. Jahrhundert in die Bruchrechnung aufgenom-

men und was man sonst als minutiae mit beizog, waren in der That

nur Namen für bestimmte Theile von Gewichten oder Münzen, mit

denen man wie mit Ganzen rechnete.

64) Der Zeit nach ist nunmehr von Boetius zu reden und so

weit seine institutio arithmetica und musica hier in Betracht kommt,

findet sich nichts in denselben, was mit dem bisher bekannt geworde-

nen im Widerspruch stünde. Denn wenn im 1. Buch de inst, arithm.
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von Kap. 22 bis ans Ende und im 2. Bach de inst. mus. vom 4, bis

11. Kapitel eine förmliche Theorie der superparticulares und superpar-

tientes, multiplices superparticulares und multiplices superpartientes u.

d. a. sich findet, wofür Gellius (57) noch keine lateinischen Namen
wusste, so fanden sich doch bei Censorinus (58) und Martianus Ca-

peila (61) die Spuren von dem allmähligen Entstehen dieser Theorie.

Von den Brnchzeichen finden sich die für triens und bes de inst. mus.

3, 3 und 4. (ed. Teubn. S. 274—276).

Dagegen enthält die Geometrie, die dem Boetius zugeschrieben

wird, am Ende des 2. Buches (ed. Teubn. S. 425— 428) einen höchst

seltsamen Abschnitt De minutiis. An actus, pertica oder radius,

passus, gradus, cubitus, pes, semipes und palraus werden als minutiae

angereiht uncia, digitus, s tat er oder semuncia, quadrans, dragma,

scripulus, obolus, semiobolus auf Griechisch ceratis, siliqua, punc-

tum, minutum, momentum. Ueber den Werth derselben werden

folgende Bestimmungen angegeben.
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solches Geschreibsel dem Boetins 7Aizuti-auen. Welcher Zeit es ange-

hört, wird sich später zeigen (s. 93).

65) Ich komme jetzt zum Carmen de librae sive assis par-

tibus (Hultsch II, 99— 100), welches c. 500 anzusetzen scheint (Ib.

S. 3. §. 109 und S. 31 §. 119). In diesem finden sich decunx = 10

unciae, stater rr: serauncia, duae sesclae = duella, siclus =r

sicel =2 sicilicus, sescla = sextula, dragma seltener olce, media

sescla, scripulus =: 8 calci, obolusrr dimidium scripuli , c erat es

=z ^ scripulus, siliqua = |- scripulus, calcus = ciceris duo granula.

Von dem calcus und cerates sagt Hultsch (ib. S. 32): A vulgari

Romanorum ratione diversa sunt apud utrumque scriptoreni calcus,

quarta pars oboli, et cerates sive ceratim. Atque hae quidem

barbarae sunt appellationes, ex xsQcctiov depravatae; sed hi scriptores

cum nomine etiam rem immutaverunt, semiobolo non siliquae ceratem

aequantes. Priscian (ib. S. 84) sagt: siliqua est quod dicunt Graeci

xegäriop vel Xertröq und es ist kein Zweifel, dass siliqua und xegäriop

dieselbe Fruchtgattuug bezeichnet (s. Hultsch I S. 89 Anm. 2) und

höchst wahrscheinlich ist, dass xeqätiov als Gewicht Uebersetzung

des ächtrömischen siliqua ist (s. Hultsch M. S. 106. Anm. 14). Es

scheint also hier der Fall vorzuliegen, dass das xegäziov durch die

siliqua in das griechische Gewichtsystem kam und später als cerates

mit verändertem "Werth wieder in das römische Gewichtsystem Auf-

nahme fand, wenn es nicht überhaupt seine Existenz nur den Zusam-

menstellern von Tafeln der Gewichte, Münzen und Masse verdankt

von denen es Unkundige auch in die Reihe der Bruchzahlen über-

trugen. Aehnlich scheint es mit calcus sich zu verhalten.

66) Das letzte Werk, das vor Isidorus zu erwähnen ist, ist die

V etus versio tractatus Epiphaniani de mensuris et pon-

deribus (Hultsch II. S. 100—106) c. 500. Mommsen versetzt sie in

der jetzigen Form in das fränkische Reich (^s. Hultsch ib. S. 32),

da sie aber im Wesentlichen auf älteren Werken beruht — Epipha-

nius schrieb sein Werk Tiegi iiätgcov xal axa^iiMV c. 392 n. Chr. (s.

Hultsch I S. 140), so mag sie hier an der Grenze genannt sein. Es

gehören von derselben hieher die Angaben der libra zu 12 unciae,

der uncia zu 2 stateres, des staters zu \ uncia oder 2 didragmae,

des quadrans oder siclus zu \ uncia oder 2 dragmae, der dragma

oder olce zu | uncia, des obolus auch zu ^ uncia aber aus Eisen
und eines zweiten obolus aus Silber zu ^'g uncia. Vergleicht man
diese Uebersetzung mit den griechischen Texten, die Hultsch I S.

265 ff. giebt, so findet man §. 31—36 übereinstimmend mit §. 37—42

auf S. 265—266 (quadrans =:i: xoÖQävtrjg), woraus hervorgeht, dass die
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Worte quasi solidus quidem (quidam?) dem pö/jiKTficc mp eutsprechen

sollen, also solidus hier für Müuze im Allgemeinen zu nehmen ist,

was auch durch S. 268 §.11 bestätigt wird, wo man weiter erfährt,

dass der eiserne obolws ein ßeXog war. S. 270, 3— 17 wird die Ein-

theilung der ovyxla in 2 UTatiiQsg zu 2 GixXoi, zu 2 Xenrä oder oly.ai

als eine hebräische gegenübergestellt der römischen Eintheilung

der Xißqa zu 12 ovyxiai oder 288 yQdfXfjbara oder 1728 xegäria oder

3456 xöxxoi xqi^^riq. Dies scheint dem thatsächlichen Verhältniss am
nächsten zu kommen und der Name s tater für die semuncia erst

aufgekommen zu sein , als die Christen durch die Beschäftigung mit

den Massen im neuen Testament auf den ardcTriQ geführt wurden.

67) Zu den in 46, 48 und 57 angeführten Namen kommen aus

dem Vorstehenden , abgesehen von den im Pseudoboetius genannten,

noch folgende: stater (semuncia) ^Vf ,
quadrans oder siclus /g, olce oder

dragma tj'^ ,
gramma oder scriplnm 55^, obolus ^ig (auch ^^ u. ^^^

nach QQ)^ cerates oder semiobolus xA'ji siliqua yV^ii calcus ^^g^.

Von allen diesen findet sich nur das gramma als scripulus bei Vic-

tor ins, der überhaupt keiue weiteren Bruchzahlen kennt als die in

48 bereits angegebenen ; denn dass er duae sextulae besonders erwähnt,

ist nicht als die Einführung einer neuen Bruchzahl anzusehen, als

welche höchstens die Abkürzung duella angesehen werden kann.

Zeichen sind keine angegeben und auch keine bei irgend einem

Zahlausdruck verwendet, so dass also kein Anhaltspunkt gegeben ist,

diese neuen Namen als in die Bruchrechnung aufgenommen anzusehen.

Weiteres darüber im nächsten Abschnitt.

3) Die Darstellung der Zahlen bei den adendliiudischen Christen vom

7. bis 13. Jahrhundert.

68) Ehe ich hierauf eingehe, scheint es mir nöthig die Werke

anzugeben, aus welchen die zunächst und weiter noch folgenden Darle-

gungen entnommen sind, theils um die chronologische Ordnung leich-

ter einzuhalten, theils um solchen, denen mehr Werke zu Gebote

stehen, die für diesen Zeitraum von Bedeutung sind, die Lücken des

von mir Beigebrachten leichter erkennbar zu machen. Es sind dies

folgende Werke:

Isidori (f 636) Hispaleusis Etymologiae.

Bedae (672— 735) opera.

Alcuini (735 — 804) opera.

Gerberts (f lOUo) mathematische Schriften,
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Commentar des Abbo von Fleury zum calcnlus des Victorius

(c. 950).

Die Anhänge iu der ars georaetrica (Boetius S. 395— 400. 425—
428) , s. X. oder XL

Ein Commentar zu Gerberts Kegeln der Division s. XL S. Z. X,

S. 242 u. 277 ; dort mit A4 bezeichnet.

Das Werk des Bernelinus (ebendort B2^.

Eine Anleitung zur Division (ebendort Aj.

Eine Abhandlung über das Rechnen auf dem abacus (ebendort A3).

Das Werk des Gerland (ebendort G2).

Ein Werk de disciplina numerorum abaei (ebendort Ao).

Das von Chasles (II, S. 237— 246) bekannt gegebene Werk über

das Rechnen auf dem abacus (ebendort Ag).

Regulae Oddonis (ebendort 0).

Liber algorismi, die Uebersetzung des Werkes des Mohammed ben

Musa Alkhärizmi. Im Folgenden kurz mit Li bezeichnet.

Joannis Hispalensis (s. XIl) liber algorismi. (Lo).

Liber algorizmi, von Cantor in Z. X. S. 1 — 16 bekannt ge-

macht (L3).

Liber abbaci des Leonardo Pisauo (1202). L4).

69) Dass die einfachste Darstellung einer Zahl durch blosse Wie-

derholung desselben Zeichens (vgl. 1 u. 30) angewendet wurde, wo

solches zur Veranschaulichung nöthig war, versteht sich von selbst.

Von den Arten der Vereinfachung (vgl. 2 u. 31) finden sich vier:

1) Die Anwendung eines Recheninstrumentes. -r

2) Die Verwendung der Finger.

3) Der Gebrauch zusammenfassender Zeichen.

4) Die Anwendung von Ziffern.

70) Von der Verwendung der lat. Buchstaben als Zahlzeichen

ist vielleicht alles, was in 31 mitgetheilt wurde, hieher zu beziehen;

vielleicht gehört es aber nicht einmal hieher, sondern fällt noch über

den Anfang des 13. Jahrb. hinaus. Doch ist zu er uähnen , dass in

der ars geometrica (Boetius S. 426 u. 427) der Verfasser des Ab-

schnittes über die Minutien die Buchstaben A bis M für die Zeichen

der unciae und der kleineren miuutiae, also gewissermassen als Zahl-

zeichen verwendet, dass es ferner ebendort S. 397, 9—13 heisst:

Quidam vero in huius formae (abaci) descriptione literas alfabeti sibi

assumebaut hoc pacto , ut littera quae esset prima unitati, secunda

binario , tertia ternario , ceteraeque in ordine uaturali numero respon-

derent naturali, wobei freilich unentschieden bleibt, ob die lateinischen

oder griechischen Buchstaben gemeint sind. Letztere führt Bernelinuä
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neben den Gobarziffern an (Olleris S. 361) und aueb A2, aber diese

Scbrift so, als ob die griecbischen Buchstaben die Quelle der Go-

barziifern wären.

71) Von den Recheninstruinenten können drei in Gebrauch ge-

wesen sein, doch ist nur eines davon direkt nachweisbar. Es ist

nämlich nicht unwahrscheinlich, dass der römische Abacus mit

senkrecht gegen den Rechnenden gerichteten Einschnitten und ver-

schiebbaren Knöpfen (32) fort und fort in den von römischer Cultur

durchdrungenen Gebieten benützt wurde, in welchen auch die römi-

schen Zahlzeichen in ausschliesslichem Gebrauch waren, bis die Go-

barziffern ihnen den Platz streitig machten.

Ebensowenig ist es unwahrscheinlich, dass die 2. Art des röm.

Abacus (33), bei welchem Steinchen oder Rechenpfennige
auf Linien aufgelegt wurden, ausser Gebrauch gekommen wäre. Viel-

mehr spricht dafür, dass z. B. Isidorus in den Etymologieen III, 4

vom c a 1 c u 1 i computus spricht und III , 5 den Ausdruck simul d u-

cere vom Addiren gebraucht, wie man bei dem Gebrauch der calculi

zu reden pflegte. Alcuinus nennt in seinen Briefen an Karl den

Grossen (Alcuini opera cura Frobenii Tom. I. Vol. I. S. 91 u. 101)

die Rechner calcnlatores. Sehr häufig ist die Anwendung der

Wörter colligere und collectio vom addiren, was bei der Ersetzung

der bestimmten Anzahl von Steinchen in einer tieferen Linie durch

eines in der nächst höheren in einem Auflesen der Rechensteiue auf

der Tafel bestand. Am meisten aber spricht dafür, dass neben dem
Rechnen mit den Ziffern im 15. und 16. Jahrhundert ein algorith-

mus oder algorismus linealis sich findet, der in dem Exemplar,

welches ich auf der Erlanger Universitätsbibliothek unter Med. III 522

zusammengebunden mit Drucken aus den Jahren 1501. 1502. 1495 und

1488 fand, auf Appuleius zurückgeführt wird. Es heisst dort am
Anfang: Ad evitandum multiplices mercatorum errores et alterius

Arithmeticae partis (d. h. der theoretischen Arithmetik) difficultates

iuventa est quaedam alia apud Apuleium, virum in omni doctrina

peritissimum , huiuscemodi artis speculatio, quae altera tanto prae-

clarior quanto facilior et cuiusque ingenio accomodatior, quae et

linealis apud nostros appellata est calculatio. Es ist damit freilich

nicht viel gewonnen, da Apuleius z. B. in der margaritha philoso-

phica des Gregorius Reisch (tractatus primus, cap. 1) wohl nach Cas-

siodorus oder Isidorus (s. Cantor S. 172 u. Anm. 58 u. 350) als Vor-

gänger des Boetius in der Uebersetzung der von Pythagoras erfun-

denen Arithmetik d. h. der Arithmetik des Nicomachus ins Lateinische

genannt wird , und zu einer spera phitagori , die mir auf einem ver-
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eiuzelten Pergamenthlatt zu Gesicht kam, iind aus der man ausrecli-

neu konnte, ob ein Kranker genesen oder sterben würde, bemerkt ist,

dass Ap pul ei US sie beschreibe.

72) Es ist Ap pul eins durch die Tradition ebenso wie Boe-

tius mit der Arithmetik überhaupt verbunden und, wenn er für eine

besondere Art derselben genannt wird, darf man daraus allein nicht

schliessen, dass er sich wirklich mit derselben beschäftigt hat. Nicht

zu übersehen ist aber die Notiz, welche Cantor (S. 399 Anm. 351

nach Voss) bringt: Huius disciplinae tota vis in exemplis additioni-

bus et detractionibus partium est sita; quam partem qui volet plenis-

sime pernosse, L. Appulejum legat, qui primus Latinus haec argu-

menta illustravit. Das Werk des Appuleius könnte allerdings , ob-

wohl Martin (II, S. 298) dies sehr unwahrscheinlich findet, ausgeführte

Rechenbeispiele und dazu die nöthigen Erläuterungen enthalten haben,

also auch eine Arbeit über das Rechnen auf dem abacus mit Li-

nien gewesen sein. Dies gewinnt an Wahrscheinlichkeit, weil sich

auch eine Spur findet, dass Boetius ähnliches geschrieben hat. In

dem Programm: »Wie man vor tausend Jahren lehrte und lernte«

dargestellt von einem Zeitgenossen des hl. Meinrad: Walafried

Strabo, Einsiedeln 1857, fand ich nämlich aus dem Tagebuch des

Strabo folgende Stellen: S. 12 : »Mit solchen Gesinnungen begann

ich nun im Sommer 1822 unter Tatto's Leitung das Studium der

Arithmetik; zuerst erklärte er uns die Bücher des Consul Manhus

Boethius über die verschiedenen Arten und Eintheilungen , sowie über

die Bedeutung der Zahlen; dann lernten wir das Rechnen mit den

Fingern und den Gebrauch des Abacus nach den Büchern, welche

Beda und Boethius darüber geschrieben haben.« — »Jahr 823.

(Wir) setzten unsere Studien nach Boethius fort; zunächst beschäf-

tigten uns seine drei Bücher über die Geometrie, wozu wir überdies

eine Sammlung mehrerer anderer geometrischer Schriften benützen

konnten.« S. 13. »Mit Ostern des folgenden Jahres (824) machten

wir uns an das Studium der Musik.« — »Mit um so mehr Eifer

studierte ich daher die Bücher des Boethius und las Beda.« —
S. 15. »Jahr 825. Astronomie: Grund riss des Boethius und

die Schriften Beda's über Sonnen-, Mond- und Planeten - Lauf. —
Gebrauch des Astrolabs und Horoscops, der Sonnenuhr und des Tubus.«

Hier ist ganz deutlich die Schrift des Boetius de inst, arithm.

und seine Geometrie (wenn 3 Bücher genannt siud, so war es wohl

die Uebersetzung der Lehrsätze in den ersten 3 Büchern der Elemente

des Euclides) von dem Buche oder den Büchern über den Gebrauch
des abacus unterschieden. Und warum sollte auch Boetius, der

Friedlein, element. Arithm. 4
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für den UnterricM allseitig wirkte, nicht die Behandlung des aba-

cus mit Linien erläutert haben? Um jedes Missverständniss zu ver-

meiden, füge ich ausdrücklich bei, dass die Stelle in der ars geome-

trica (Boetius S.395—401), De ratioue abaci, nicht von diesem Abacus

mit Linien, sondern von dem mit Columnen handelt,

73) Aber wie auch die Sache bezüglich des Appuleius und Boe-

tius sich verhalten mag, soviel ist gewiss, dass es im höchsten Grad

unwahrscheinlich ist, dass das Rechnen mit calculi, welches wir von

den Römern bestimmt wissen, von dem Rechnen mit proiectiles oder

denarii proiectiles oder nummi, wie sie Noviomagus 1539 nennt, durch

1000 Jahre getrennt sein sollte; da es vielmehr nur natürlich ist an-

zunehmen, dass dasselbe auch vom 7. bis 13. Jahrhundert geübt wurde,

so ist zunächst anzugeben, wie dabei die Zahlen dargestellt wurden.

Das Bild des abacus mit Linien, welches der oben (71) erwähnte

algorithmus linealis giebt, ist auf der Tafel unter N. 16 dargestellt.

Von den 2 Reihen von V bis M sollte die obere wohl mit Strichen

über den Buchstaben versehen sein; doch Hess man diese vielleicht

aus dem Grunde weg, weil eine Verwechslung doch nicht möglich

war. Bei der Darstellung im tractatus quintus der margaritha philo-

sophica (Ausgabe von 1508) fehlen die römischen Zahlzeichen und die

Reihe der Rechenpfennige ganz und mit den Ziffern sind nur die Po-

tenzen von 10 geschrieben. In der Schrift des Noviomagus de nume-

ris Coloniae 1539 ist im Kap. 23 nur der Werth der Linien und der

Zwischenräume von 1 bis 500000 in Ziffern angegeben, bei den darauf

folgenden Rechnungen aber ist jede Bezeichnung weggelassen und

sind nur Punkte als Zeichen für die Rechenpfennige angewendet.

74) Man konnte also mit diesen Linien alle Zahlen von 1 bis

4999999 und, wenn man auf die oberste Linie mehr als 4 Rechen-

pfennige legen oder den Platz oberhalb noch benützen wollte, alle

Zahlen von 1 bis 9999999 darstellen. Da man aber auf grösseren

Tischplatten noch mehr als 7 Linien ziehen konnte, so konnten auch

noch grössere Zahlen zur Darstellung gebracht werden. Von den

Brüchen war ^ auf dem Platz unter der die Einer aufnehmenden Linie

darstellbar; wie die übrigen gelegentlich nothwendigen behandelt wurden,

darüber giebt das Beispiel 22^ . 16^ bei Noviomagus eine Andeutung.

Es steht nämlich dort
[ der Darstellung des übrigen Produktes in

Rechenpfennigen beigeschrieben. Früher mag man sich durch An-

schreiben der Brüche in Worten, so weit die römischen Bruchzeichen

nicht ausreichten, geholfen haben.

Es hat also dieser abacus mit wagrechten Linien und losen

Plättchen sehr viel Aehnlichkeit mit dem mit senkrechten Linien
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uud verschiebbaren Knöpfen, aber er bat folgende Yortbeile vor

ihm voraus:

1) Die Darstellung konnte auf Tischplatten oder auch auf dem

Papier in jeder beliebigen Ausdehnung geschehen.

2) Es waren nur die zur Kechuuug benutzten Plättchen zu

sehen, die nicht mehr nöthigen waren leicht zu entfernen und konn-

ten sofort an einer anderen Stelle benützt werden,

3) Die Richtung der Darstellung der Zahlen ging gleichmässig

von unten nach oben , während sie bei den senkrechten Linien mit

den kleineren Einschnitten über den grösseren zum Theil nach oben

zum Theil nach links hin ging.

4) Es Hessen sich beliebige Abtheilungen (cambia) neben ein-

ander machen und so mehrere Zahlen zugleich zur Darstellung bringen.

Sollten diese Vortheile, die das Rechnen so Avesentlich erleich-

terten, so viele Jahrhunderte lang unbenutzt geblieben sein? Wenn
aber dies nicht wohl anzunehmen ist, wenn man sich vielmehr denken

muss, dass man frühzeitig auf sie gekommen ist, und wenn mau end-

lich auch sich sagen muss , dass dadurch alle nöthigen Zahlen rasch

sich darstellen und umändern liessen, so wird man aufhören müssen,

die Alten als unbeholfen und unpraktisch in diesen Dingen zu be-

zeichnen. Man wird vielmehr sagen müssen , dass sie das höchste

erreichten an Bequemlichkeit und Einfachheit der Darstellung der

Zahlen, was sich ohne den Begriff des Stellenwerthes bei den Ziffern

selbst und ohne die Kenntniss der Null erreichen liess.

75) Diese letztere Behauptung wird wohl von denen bestritten

werden, welche den abacus mit Columuen als eine höhere Stufe

ansehen. Von diesem ist nunmehr zu reden.

Die ältesten Darstellungen desselben finden sich in den Hand-

schriften der Geometrie des Boetius und ich habe von diesen in der

Ausgabe der mathem. Bücher des Boetius Leipzig 1867 auf der Tafel

zu S. 396 sechs so getreu als möglich bekannt gegeben. Auf 5 der-

selben sind 12, auf einer 13 senkrechte Columuen hergestellt, deren

Bestimmung für die Einer , Zehner , Hunderter u. s. w. durch die rö-

mischen Ziffern ausgedrückt wurde , nach der einfachsten Art in fol-

gender Weise: .

M IM CMI XMIlIMI CMIjXMI G XlIlC X I

Diese Linien zog Gerbert auf einer Tafel von Leder, und

zwar machte er 27 Columuen (Gerbert etc. S. 45—50). In diesen ver-

wendete er 1000 Marken aus Hörn, die aber nur 9 verschiedene Ge-
4 *
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stalten hatten zur Darstellung von 1 bis 9. Bernelinus (Olleris

S. 359) spricht von einer sorgfältig polirten Tafel, auf welcher die

Geometer Sand zu streuen pflegen um auch ihre geometrischen
Figuren darauf zu zeichnen. Cantor (m. B. S. 333) nimmt darauf

hin mit Sicherheit an, dass Bernelinus auch für das Rechnen mit dem

abacus die Tafel mit Sand bestreute. Der Wortlaut giebt dazu kein

Recht. Denn nachdem Bernelinus ausgesprochen, dass er sich auf

die Geometrie nicht einlassen wolle, erwähnt er nochmals, dass die

Tafel sorgfältig polirt sein müsse, spricht aber vom Sand nichts mehr,

sondern von der Eintheilung durch 30 Linien. Gleichwohl ist es

möglich, ja wahrscheinlich (s. Chasles 11, S. 1412), dass auch beim

Rechnen die Tafel mit Sand bestreut wurde und die Linien in diesem

gezogen wurden. Dass dieses geschah, weiss man nämlich von den

Arabern und Indern (s. Woepcke I, S. 56, II, S. 60 u. 240 und

an letzterem Ort die Stelle aus dem Rechenbuch des Planudes, S. 14

der Ausgabe von Gerhardt), und die Stelle des Planudes zeigt, dass

man, als man längst den Abacus auch mit Tinte schrieb, doch die

Vortheile des Zeichnens in den Sand wohl kannte.

76) Es ist aber wohl zu beachten, dass das Rechnen in Sand

von den Arabern und Indern stammt, während von den Griechen
und Römern nur das Zeichnen der geometrischen Figuren
bekannt ist. Ich habe Z. X S. 244 gezeigt, dass der Ausdruck geome-

tricalis radius nicht wohl einen Stift zum Rechnen auf der Staub-

tafel bedeuten könne, wie Chasles (II, S. 1410— 1412) annahm, son-

dern ein Instrument der messenden Geometrie und Astronomie war.

In üebereinstimmung damit fand ich die mit Staub bedeckte Ta-

fel nur für die Geometrie benützt und auf diese allein deutbar.

Auf Geometrie bezieht sich eruditus ille pulvis, von dem Cicero de

nat. deor. 2, 18, 48 spricht (s. Chasles I, S. 534 Anm. 160). Tusc. 5,

23, 64 heisst Archimedes ein homunculus a pulvere et radio wegen

seiner Leistungen in der Geometrie. Seneca, Epist. 74, 27 (S. 520

B ed. Lipsii) sagt: Utrum maiorem an minorem circulum scribas, ad

spatium eins pertiuet, non ad formam: licet alter diu raanserit, alte-

rum statin! obduxeris et in eum in quo scriptus est pulveren) solveris,

in eadem uterque forma fuit. Auch die Anmerkung von Lipsius zu

dieser Stelle kann als Beleg dienen. Im 88. Brief (S. 569. C) heisst

es: Jtane in geometriae pulvere haerebo? — Das aßdxiov , das

bei Plutarch, Cato maior Cap. 70 gegen das Ende, erwähnt ist, heisst

äßäxiöv ti tMV ysMfjhSTQ ixcoy. Persius (1, 131) stellt (in) abaco

numeros und secto in pulvere metas zusammen, offenbar mit ersterem

die Zahlen auf dem Abacus mit Linien, mit letzterem die Zeichnungen
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von Kegeln also geometrisclieu oder stereometrisehen Figuren auf der

Staubtafel andeutend. Die nämlichen 2 Haupttheile oder nur die Geo-

metrie allein bezeichnet Appuleius , wenn er in seiner Rede de magia

(S. 20 d. I. Bandes der ed. ßip.) sagt: Quem tu librum (Werk des

Archimedes, in welchem von den Spiegeln gehandelt wird; dieser

heisst vorher vir in omni Geometria admirabili subtilitate) Aemiliane,

si nosses ac non modo campo et glebis verum etiam abaco et pul-

visculo te dedisses cet. Die Geometrie ist gemeint mit tenui scribens

in pulvere Musa in dem Carmen de pouderibus (Hultsch II, S. 91, 54).

Im 6. Buch des Martiauus Capella de nuptiis Philologiae et Mercurii

erscheint die Geometrie mit dem abacus und trägt vor abaci sui

superfusum pulverem movens, während die Arithmetik durch die

Darstellung der Zahl 717 mit den Fingern den Zeus begrüsst. Ger-

hardt schreibt zwar in seinem Programme d'invitation a l'examen

public du College royal fran^ais. Berlin 1856 S. 16 Aum. 3: »Mart.

Capella in 7: Sic abacum perstare iubet (arithmetica)« aber es ist

dies ein Versehen, da zu jubet offenbar prudens permensio terrae d. h.

geometria das Subject ist und die Arithmetica erst später auftritt,

§. 728 der Ausgabe von Eyssenhardt. (Leipz. Teubner 1866.) So er-

klärt sich hinreichend die Bezeichnung geometricalis mensa, die dem

abacus in der ars geometrica und in der mit A3 bezeichneten Schrift

gegeben wird, und der ähnliche Ausdruck tabula geometricalis in A2.

(Vgl. Z. X. S. 244—246).

77) Wie lange die Benützung der mit Staub bedeckten Tafel

für das Rechnen im christlichen Abendland dauerte, vermag ich

nicht anzugeben, weil ich hierüber bisher keine weiteren Angaben zu

finden vermochte als die Andeutung in L3 (Z. X, S. 10), auf welche

Cantor (Jb. S. 16 Note 31) aufmerksam macht. Darnach rechnete

der Autor von L3 noch auf einer mit Staub bedeckten Tafel. In den

Handschriften des XII. Jahrhunderts, z. B. in Go, findet sich der

abacus mit Columnen, so weit er für die Rechnung nöthig war, mit

Tinte auf dem Pergament hergestellt, und ebenso kann er mit

Kreide auf jeder beliebigen Tisch- oder Bankplatte gezeichnet worden

sein. Doch liegen mir auch hierüber keine Belegstelleu vor. Die

Worte in Aq (Chasles II, S. 238): Si quis vero quomodo fiat aba-

cus ignoret, his sequentibus auditis certus efficiatur. Disponuntur

quaedam spacia, XII vel plura lateraliter, quae spacia arcus no-

minantur. Et in primo arcu scribitur unitas cet. (Vgl. Z. X. S. 205)

lassen sich ebenso gut auf das Ziehen der Linien im Staub, als mit

der Feder oder der Kreide deuten. Die arcus, welche dabei erwähnt

sind und mit denen man die Columnen einzeln und auch zu drei und
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drei übt-rspaniite, sind eiu cliaraktcj'istisches Meiluiial des abacus mit

Columnen geworden, wie die Stelle im liber abbaci des Leonardo

Pisano (p. 1 ed. Boncompagni) zeigt: Sed hoc totum etiani et algo-

rismum atque arcus pictagore quasi errorem computavi respectu modi

indorum. Eben diese Stelle zeigt, dass das Rechnen mit Columnen

am Ende des 12. und im Anfang des 13. Jahrhunderts geübt und be-

kannt war. Leonardo rechnete »in tabula dealbata in qua littere levi-

ter deleantur«. S. L4 S. 7 u. Cantor in Z. X. S. 16 Note 31.

78) Die Darstellung der ganzen Zahlen geschah auf diesem Aba-

cus durch besondere Zeichen für 1 bis 9. Der Verfasser der ars geo-

metrica (Boetius S. 397) belehrt uns, dass dazu diverse formati apices

vel characteres oder die Buchstaben des Alphabetes oder apices natu-

rali numero insigniti et inscripti genommen wurden. Ob mit letzteren

Marken gemeint sind mit soviel Punkten oder Strichen, als sie als

Zahl darstellen sollten, ähnlich den Flächen der Würfel, oder Marken

mit den römischen Zahlzeichen, oder Marken wie die hörnernen Ger-

berts ist nicht zu entscheiden, ebensowenig, ob mit den Buchstaben

des Alphabets die römischen gemeint sind, wie sie auf der Tafel der

Minutien (Boetius S. 426— 427) vorkommen, oder die griechischen,

die bei Bernelinus neben den Gobarziffern sich finden. Gewiss aber

ist, dass mit den erstgenannten apices die Gobarziffern gemeint

sind; denn die Gestalten, welche dieselben in den Manuscripten zei-

gen (s. Boetius S. 397 und dazu die Tafel mit den Abbildungen des

abacus) sind unzweifelhaft identisch mit den Ziffern, welche bei den

Arabern des Westens als die Ziffern des Gobar bekannt geworden

sind. Vgl. 27.

79) Dass von diesen Ziffern keine Spur bei den Griechen und

Römern sich zeigt, habe ich bereits oben (25) erwähnt; dass sie

aber vom 10. Jahrhundert an von den Arabern konnten gelernt

werden, ist eine bekannte Thatsache. Wer also einfach an das wirk-

lich Nachweisbare sich hält, wird nicht anders sagen können, als dass

die Ziffern in der ars geometrica in letzter Linie den Arabern ent-

nommen sind und die ersten Spuren unserer gegenwärtigen Ziffern aus

dem 11. Jahrhundert, vielleicht schon aus dem Ende des 10. Jahrhun-

derts sind. Aeltere Spuren, die man zu haben glaubte, haben sich als

nichtig erwiesen (s. Z. IX. S. 84. 2. Anm.) und nachdem Bethmann

gestorben ist, ohne die in Aussicht gestellten Belege aus dem X. Jahr-

hundert beigebracht zu haben, ist die Erfüllung der daran geknüpften

Hoffnungen und Behauptungen eine sehr fragliche' geworden (s. Z. IX.

S. 321—324). Dass aber die Araber die Vermittler der indischen
Ziffern an uns sind, wird wobl mehr und mehr seine Hauptstütze in
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den Namen finden, mit denen dieselben überliefert sind. Es sind

dieselben für die Ziffern von 1—9: igin, audras, ormis, arbas, quinas,

calctis (caltis, caletis), zenis, temenias (zemenias), celentis. Zwar hat

man dieselben zum Tb eil auf griechische Wörter zurückzuführen

gesucht (s. Cantor S. 245— 246), aber alle diese wenn auch höchst

geistreichen Erklärungsversuche dürften die einfachen Darlegungen

Sedillots überbieten (s. Olleris S. 580— 581), wornach diese seltsamen

Namen nur Verstümmlungen arabischer Wörter sind. Bios wegen

des Namens sipos, der dem Griechischen ipi^cpog so sehr verwandt

klingt, bin ich zweifelhaft. Allerdings steht er in der Reihe der an-

deren auf den Abacustafeln , aber sein Zeichen ist nicht die einfache

Null, sondern es ist ein Zeichen eingeschrieben, das am meisten einem

a gleicht. Es könnte also dieses die Abbildung einer der Marken sein,

die mit einem Zahlzeichen beschrieben waren (apices naturali numero

insiguiti et inscripti ; s. oben 78). Es bestärkt mich in meinem Zwei-

fel, dass Woepcke (II, S. 243 Anm. 12) die Ableitung von sipos aus

dem Arabischen für unzulässig hält. Vielleicht kommt man der Wahr-

heit am nächsten, wenn man annimmt, dass ein Autor aus dem Ende

des 9. oder Anfang des 10. Jahrhunderts mit den 9 Ziffern auch die

Null kennen lernte, letztere aber für das Zeichen einer Marke oder

eines Rechensteiues hielt und desshalb aus dem arabischen cifron mit

Bezugnahme auf \pri(poq die Form sipos bildete; denn dass alle diese

Namen auf eine einzige Quelle zurückgehen, dürfte aus den geringen

Varianten, die es davon giebt, mit Sicherheit zu schliessen sein. Dass

man auch in der That das Zeichen Sipos als eine Marke benützte,

beweist die Schrift des Radulph von Laon (s. Cantor S. 336 f. u.

Woepcke II, S. 246 Anm.), in welcher die figura, cui sipos nomen
est, in modum rotulae formata kurzweg rotula genannt und als

Marke bei grösseren Multiplicationen zur Vermeidung von Irrungen

benützt wird.

80) Wenn oben (78) gesagt wurde, dass mit den GobarzifiPern

oder den röm. Zahlzeichen von I bis Villi oder den 9 ersten lateini-

schen oder griechischen Buchstaben auf dem Abacus mit Columnen
ganze Zahlen dargestellt wurden, so darf dieses nicht so aufgefasst

werden, als ob ein förmliches Anschreiben der Zahlen stattgefunden

hätte. Die Zeichen deuteten die Zahlen nur so weit an, als es zum
Multipliciren und Dividiren nöthig war. Wollte man z. B. 5090 raul-

tipliciren, so legte man (s. Olleris S. 343 u. 344) das Zeichen für 5
(bei den römischen Zeichen V, nicht V) in die Columne der Tausen-
der, das für 9 (bei den römischen Zeichen Villi oder IX, nicht XC).
in die der Zehner und hatte dadurch die Zahl in ihren einzelnen
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Theileu fixirt. Der Vortheil bestand nun darin, dass man es in

jeder Colnmne nur mit einem der Einer zu thuu hatte, was dazu führte,

für diese einen besonderen Namen zu gebrauchen, der von der Finger-

rechnung entlehnt wurde, nämlich den Namen digiti. (S. Z. X,

S. 251—252).

81) Für die Brüche griff man zu den römischen Bruchzeichen,

verwendete sie aber in 2 verschiedenen Weisen; Bernelinus nämlich

zog für die Unzen, Scrupeln und die calci 3 besondere Columnen, aber

nur um einen Platz für sie zum Notiren zu haben und sie besser aus-

einander zu halten. Einen Columnenwerth nahmen sie dadurch nicht

an, sondern es bedeutete jedes den Bruch, den es auch ohne Columnen

bezeichnet (s. Olleris, S. 397—400). Aehnlich behandelt der Verfasser

von Ai die Brüche, aber in einer einzigen Columne (s. Olleris S. 343

u. 344). Gerland dagegen verwendete die röm. Bruchzeichen in den

Columnen der Einer, Zehner u. s. w. in der Art, dass z. B. das Un-

zenzeicheu in der Columne der Zehner 10 Unzen bedeutete, das Zeichen

des sextans in der Columne der Einer 2 Unzen ; um 2 siliquae aber

auszudrücken, musste er das Zeichen der siliqua 2 mal in die Columne

der Einer setzen. Aehnliches geschieht bei 0. Näheres lässt sich

erst angeben bei der Darstellung des Rechnens mit dem Abacus

mit Columnen.

82) Dass das Rechnen mit den Fingern durch die ganze Pe-

riode hindurch bekannt und geübt war, beweisen einerseits das Werk

Beda's hierüber (s. 8) andererseits die Erwähnung in Aß S. 239 und

folgende Stellen im liber abbaci des Leonardo (S. 5 der Ausgabe von

Boncompagni) : Predictis figuris (Gobarziffern) earumque gradibus

secundum materiam superius descriptam cum frequenti usu bene cog-

nitis, opportet eos qui arte abbaci uti voluerint, ut subtiliores et inge-

niosiores appareant, scire computum per figuram manuum secun-

dum magistrorum abbaci usum autiquitus sapientissime inventam.

Hierauf giebt er die Bildung der Einer, Zehner, Hunderter, Tausen-

der nach der oben (5 u. 6) angegebenen Weise, lässt darauf (S. 6)

die Additionstabellen (2 et 2 fiunt 4 etc.) und das Einmaleins (2 vices

2 fiunt 4 etc.) folgen und fügt dann noch S. 7 bei: Prescriptas igitur

in tabulis iunctiones et multiplicationes in manibus addiscendo sem-

per utantur colligere, ut animus pariter cum manibus in additionibus

et multiplicationibus quorumlibet .numerorum expeditior fiat. Welche

Beihülfe dadurch dem Rechnen gew^ährt wird, zeigt sich am besten

auf S. 379— 380, wo 3 Faktoren zusammen multiplicirt und nur das

Produkt derselben angeschrieben wird. Wenn aber ein Mann wie

Leonardo so von dem Rechnen mit den Fingern schreiben konnte, so
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ist deutlich, dass man dieses Rechnen sehr unterschätzte, wenn man

glaubte, dass damit die Alten grössere Rechnungen nicht wohl aus-

führen konnten.

83) Für das Auschreiben der Zahlen dienten vorwiegend die

römischen Zahlzeichen (vgl. 40—44), wobei es stets gebräuchlich

gewesen zu sein scheint, die Tausender durch einen horizonta-

len Strich oberhalb der Zeichen für die Einer, Zehner uud Hunder-

ter derselben von den einfachen Einern, Zehnern und Hundertern zu

unterscheiden. Doch finden sich in den Werken Beda's 11. Bd, (Basel

1563) S. 153 die Zahlen IIMDCCCCXXH = 2922, HlIMXHl = 4013,

VIMDCCCCXXXV = 6935, undecies CCCLIHl fiunt IIIMDCCCXCHII

u. S. 169. vicies octies VIM . DCCCCXXXV id est CXCIIIIM.CLXXX,

von denen ich aber nicht weiss, ob sie so den Handschriften entnom-

men oder vom Herausgeber so gebildet wurden.

84) Als der abacus mit Columnen aufkam, mussten, da man diese

mit römischen Zeichen überschrieb, höhere Potenzen von 10 dar-

gestellt werden als in den Zahlen gewöhnlich vorkommen uud zwar

jede für sich einzeln. Dies führte man in folgender Weise aus:

In Gerberts regula de abaco computi (OUeris S. 311—324) wird

1026 bezeichnet mit CUMMUMM =: 100 . 1000«

1025 » » X » » >

102^ » » » > »

1023
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10'" bezeichnet mit
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C, D, S oder M für centeui, deceni, singulares oder monades als üe-

berschrifteii. Gerland hat die Abtheilimg von 3 zu 3 Potenzen ohne

die Bögen und Ueberschriften ; die regulae domni Oddonis erwähnen

diese Ueberschriften, die kleinereu und den grösseren Bogen.

86) Bereits in 81 wurde erwähnt, dass man für die Brüche die

römischen Bruchzeichen benützte; aber die, welche sich bei Vieto-

rius finden (68), reichten nicht mehr aus. Schon die in den folgenden

Paragraphen (64—67) besprochenen Werke enthielten eine Reihe wei-

terer Namen, die sich mehr oder weniger den älteren Namen für die

Bruchzahlen anschlössen. Es wird am besten sein die Werke der jetzt

vorliegenden Periode im Einzelnen durchzunehmen, um zu sehen
,

wie

die eigenthümliche römische Bruchbezeichnung sich weiter entwickelte.

87) Die Etymologieen des Isidorus enthalten zwar keine be-

sonderen Angaben über die Darstellung von Zahlen, aber es scheint,

dass durch sie vorzüglich Namen und Zeichen in die Bruchrechnung

gebracht wurden, welche die frühere Zeit in dieser nicht verwendete.

Im 24. Kap. des 16. Buches werden unter der Ueberschrift de ponde-

ribus ßruchtheile eines Pfundes aufgeführt, die sich in folgende Ue-

bersicht brinsren lassen:



60

für uiicia (vgl. oben 21) die Anfangsbuchstaben von ovyyia , welche

Aehnlichkeit haben mit denen von öXxt]. Die Zeichen für semuncia

rr stater bedeuten 3 solidi oder sextulae; die für dragiua oder olce

sind, wie Hultsch I, S. 171 dargethan hat, die Abkürzung der An-
fangsbuchstaben von oAzjj; die für dimidius solidus bedeuten 12 sili-

quae, das für solidus ist der Anfangsbuchstabe von vö^iKT^a^ das für

tremissis bedeutet 8 siliquae, das für 5 oboli ist der griechische Zahl-

buchstabe für 5, oder die Verbindung von 5 Strichen, das für 4 oboli

scheint aus 2 + 2 oboli F und F zu erklären zu sein. Das Zeichen

für 3 oboli ist nach der Erklärung im Text ein T latinum, möglicher

Weise aber nur die Verbindung von 3 Strichen, oder das Zeichen des

teruncius (56) oder ein verändertes /", der griechische Buchstabe für 3.

Das Zeichen für dimidius obolus oder cerates bedeutet vielleicht 1^

siliqua, wenigstens giebt Hultsch II, S. XXIX ein Zeichen für cerates

au, das diese Bedeutung haben und aus dem das Zeichen bei Isidorus

entstanden sein könnte.

Es dürfte klar sein, dass diese Zeichen durchaus nicht auf die-

selbe Linie, wie die acht römischen Bruchzeichen zu stellen sind, und

an ein Rechnen mit denselben wie mit jenen nicht zu denken ist. Als

Quellen, denen Isidorus dabei folgte, hat schon Hultsch II. S. 31—32

das Carmen de librae partibus und die vetns versio Epiphanii ge-

nannt.

89) In den Werken Beda's (Basel 1563 I) finden sich in den

coli. 149—158 die semuncia mit dem Zeichen S (s. oben 48 am Ende),

die duella mit 00, der sicilicus oder silicus mit ) und (, die sextula

mit 0, die dimidia sextula mit (P und coli. 182 — 183 findet sich noch

der scripulus mit 9. Es geht also Beda, wenn diese Schriftstücke von

ihm sind, wie es wahrscheinlich ist, nicht über den calculus des Victorius

hinaus. Zu bemerken ist noch, dass statt deunx auch labus gesagt ist,

wofür andere iabus haben, dessen Herkunft mir unbekannt ist. (=: iabuns

= la ovyyiai?).

90) In Alcuin's Werken finden sich der scripulus und silicus

(sie) erwähnt und zwar von der lunaris cursus supputatio (s, Z. IX.

S. 310—311), also als eigentliche Ausdrücke für die Bruchzahlen, wie

auch die Theilung der hora per uncias genannt wird. Dazu finden

sich die Namen punctus =: \ hora (iuxta lunam) := i hora (secundum

solis cursum; s. Z. X S. 270 Anm.), minutum = y'^ ^^ora. und inter-

valla horarum ac punctorum seu momentorum. Diese Namen bezeich-

nen also alle Zeitabschnitte und Zeittheilchen und keine Brüche
an sich.

91) Es scheint hier der besste Platz zu sein, von den Zeitein-
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theilungen zu reden, die sich ähnlicli wie die Theilungen des Pfundes

und in Verbindung mit denselben finden. (S. Z. X. S. 270. Anm.).

In den gromatici veteres (ed. Lachmann I. S, 374, 6 — 13) heisst es:

Libra dicitur quicquid per duodenarii numeri perfectionem adimple-

tur. nam libra dici potest annus, qui constat ex IUI temporibus et

XII mensibus et ex L duobus ebdomadibus et die vel (]\es et) qua-

drante . libra esse potest aequinoctionalis dies sine sua nocte, qui

constat XII horis . hora constat ex V puuctis, X minutis, XV par-

tibus, XL momentis, LX ostentis . hora autem diei secundum

solis cursum V punctos habet, iuxta lunam IUI. Im cod. lat. monac.

14836 finden sich fol. 77^- 78^^ folgende Angaben (vgl. Z. X. S. 270

Anm.): Hora habet punctos V, minuta X, partes XV, mo-
menta XL, osteuta LX. — Quadraginta Septem athomi untiam

constituunt, untiae XII faciunt momentum, momenta vero X conge-

runt punctum, puncta IUI horani implent, quae ex X minutis

constat. Horae XXIIII diem cum nocte procreant. Ostentum habet

athomos CCCLXXVI. Im Excerptum mathematicum II bei v. Jan,

Macrobius I, S. 225 — 226 ist neben trieus horae noch ostentum (=
e'g Stunde also =: 1 Minute) gebraucht. In diesem Excerpt findet

sich auch der Ausdruck firm amen tum für den Sternhimmel.

92) Es dienten also die Ausdrücke puncta, minuta, momenta zum

Theil in Verbindung mit hora, partes, osteuta, zum Theil in Verbin-

dung mit hora, untia, athomi als Namen für kleine Zeittheile. Wann
dies zuerst geschah, vermochte ich noch nicht zu ermitteln. Die Römer

kamen erst 263 vor Chr. in den Besitz einer Sonnenuhr und 164 v. Chr.

erst in den Besitz einer solchen, welche für Rom berechnet war.

Diese sowie die seit 159 v. Chr. aufkommenden Wasseruhren Hessen

keine Eintheilung in kleinere Theile als Stunden zu, deren 12 ge-

bildet wurden, entsprechend der Eintheilung des as in unciae. S. Mar-

quardt V, 1. S. 258. 259. 262. V, 2. S. 379. Der allgemeine Aus-

druck punctum temporis für Augenblick berechtigt nicht zur Annahme

einer Eintheilung der hora in puncta, wie sie im Vorstehenden ent-

halten ist. Die ältesten mir bekannten Stelleu für diesen Gebrauch

sind die in den Briefen Alcuin's, welche ich Z. IX. S. 310 — 311 mit-

getheilt habe.

Dass man die angeführten Ausdrücke in Verbindung mit den

gewöhnlichen Bruchnaraen brachte, geht aus der Zusammenstellung

mit uncia und libra hervor, dass man aber förmliche Bruchzahlen dar-

aus machte, mit denen man rechnete, wie mit den alten römischen

Bruchzeichen ist schon darum nicht anzunehmen, weil besondere Zei-

chen dafür fehlen.
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93) Es ist aber nun darau zu erinnern, dass die Namen pnncfca,

minuta und momenta aucli in der ars t^eometrica (Boetius S. 425—428)

vorkommen, (S. oben 64) und zwar in Verbindung mit den Massen,

deren sich die Feldmesser bedienten und im Anschluss an einen

quadrans, von dem nicht gewiss war, was darunter zu verstehen sei.

Nach dem Vorstehenden kann mau auf den Gedanken kommen, dass

, dieser quadrans der 4. Theil eines Tages, also = 6 Stunden ist; ist

dann eine Stunde =: 4 puneta, dann erhält man 1 punctum = .^^

quadrans, so dass statt XXVIII (Boetius S. 428, 11) XXIIII zu schrei-

ben wäre. Da 1 hora = 10 minuta == 40 momenta, so ist 1 punc-

tum = 2J m.inuta und 1 minutum = 4 momenta, wie es oben 64 an-

gegeben ist.

Für eiue solche Verbindung von Feldmassen mit Zeitmassen wird

man in der Zeit des Boetius keinen Halt finden; die dem 8. Jahrhun-

hundert folgenden 2 Jahrhunderte höchst geringer Leistungen scheinen

mir die Zeit zu sein, wo derartige Wissenschaft auftauchen konnte.

94) In Gerbert's Schriften finden sich Zeichen von Brüchen so-

wohl in Tabellen als in Angaben von Dreiecksseiten und Flächen von

Dreiecken. Man sehe in der Ausgabe von Olleris S. 346 — 348 und

Fiff. 35. 36. 37. Aber alle diese Stelleu sind höchst wahrscheinlich

nicht von ihm. Dagegen gehören sie ohne Zweifel seiner Zeit an

imd es wird daher am passendsten sein, hier die Tabelle zu bespre-

chen, welche bei Olleris S. 346— 348 sich findet. Ihr Inhalt ist am

übersichtlichsten in folgender Weise dargestellt:



63

.



64

lieh sei bezüglicli des calcus noch bemerkt, dass Hultsch, M. S. 114

deu clialcus =z ^ obolus setzt und in der 17. Anm. sagt, dass Plinius

dem obolus 10 clialcus giebt.

95) Es ist keinem Zweifel unterworfen, dass hier die Namen und

Zeichen, die sich bei Isidorus finden, mit der älteren Tabelle der

Brüche, die nur bis zu dem scriptulum reichte, verbunden sind. Die

Einschiebsel und Anhängsel sind handgreiflich erkennbar und die Ue-

bereinstimmung mit dem 26. Kapitel des Isidorus so gross, dass eine

andere Quelle als eine etwa beiden gemeinsame nicht denkbar ist.

Als Zeit dieser Erweiterung der Bruchbezeichnungen ist die des

Abbo von Fleury mit aller Wahrscheinlichkeit anzunehmen. Sein

Commentar zum calculus des Victorius zeigt nämlich, dass er die Na-

men aus Isidorus kannte, aber wenig mit der Sache umzugehen wusste

(Vgl. Z. IX, S. 309 Anm.). Dazu stimmt auch der Umstand , dass

unmittelbar an die angegebene Tabelle die Gobarziffern mit ihren

seltsamen Namen angereiht sind und zwar in 4 Columnen für 5 bis

1 in den ersten zwei Zeilen, für 9, 0, 8, 7, 6 in der 3. und 4. Zeile

darunter.

96) Das Werk des Bernelinus (Olleris S. 357 — 400) ist dess-

wegen von besonderer Bedeutung, weil das 4. Buch von den miuutiae

nach Victorius gearbeitet und dabei der Versuch gemacht ist, die

Rechnung mit den Miuutien dem Abacus mit Columnen anzupas-

sen. S. 387—388 werden die Namen und die nächste W^erthbestim-

mung angegeben, wovon zu erwähnen ist, dass für deunx auch der

Name iabus angeführt ist (s. 89) und für dimidia sextula emisescla.

— Den Tabellen der Produkte aus den unciae und miuutiae (letzteres

Wort begreift die Theile der uncia, also die Brüche, die kleiner als ^^5)

geht eine Uebersicht der unciae und miuutiae zugleich mit ihrer Werth-

bestimmung als Theile des as vorher, nämlich uncia =: j\ as, semuncia

= 5',, duella =: 7^61 sicilicus =:
;i*5,

sextular^^-'j, dragma= ^Vi emisescla

=::jj,, scripulus= 5^^, obolus .=: -545-, cerates ^r-j^^-'^^, calcus ^r^^'g,.

Die Zeichen hiefür siehe auf der Tafel unter Nr. 19. Auf

S. 393—396 stehen in diesen Zeichen die Producte von as bis cerates

in se, d. h. die Quadrate dieser Brüche, dann die Produkte von

deunx, dextans u. s. w. bis zur emisescla in alle ihnen folgende Brüche

bis auf scripulus. Da aber hiezu die angegebenen Zeichen nicht aus-

reichen, so werden die Bruchtheile, die kleiner sind als ein calcus, als

Theile von diesem angeschrieben, z. B. VI% XII% XVIII'"^ gerade so,

wie es früher mit den scripuli geschah (s. 50). Endlich finden sich

in den Rechnungen (Olleris S. 306—400) 3 Columnen mit den Zeichen

für uncia, scripulus und calcus als üeberschriften, aber ohne dass da-



65

mit eine Abkürzung in der Darstellung der Brüche gegeben würde,

sondern die Ueberschrifteu deuten nur an, dass die Zeichen vom deunx

bis zur uncia in die 1., von der semuncia bis zum scripulus in die 2.,

von obolus, cerates und calcus in die 3. Columne zu schreiben sind.

Vgl. 81.

97) In dem mit A^ bezeichneten Werke finden sich (Olleris

S. 334—336) nur die Produkte von uncia bis as in sich selbst und

die grösseren Bruch theile, in diesen aber alle Zeichen von dem

des deunx bis zu dem des obolus. Das Zeichen der dragma findet sich

auf dem Abacus (Olleris S. 343 und 344), wo jedoch für sämtliche

Minutien nur 1 Columne gezogen ist.— Gerland reiht an die Namen

und Zeichen der 9 Gobarzififern unmittelbar die der Minutien, wie es

auf der Tafel unter N. 20 angegeben ist. Wie er sie auf dem Abacus

verwendet, ist bereits oben erwähnt (81). — Bei A2 finden sich die

Namen der Theile des as und dazu semuncia, sicilicus, dragma, scri-

pulus, obolus, cerates, calcus, aber ihre Zeichen dienen nicht mehr bei

der Rechnung auf dem abacus. — Bei wird von den Minutien nur

mehr gehandelt, weil es für die Lektüre der philosophischen und hei-

ligen Schriften nöthig ist: Quia haec vocabula minutiarum mo-

derni non frequentant, paullatim notitia eorum fere periit,

licet in multis philosophorum scriptis usus admodum illorum necessa-

rius sit: sed et diviua pagiua tam veteris quam uovi testamenti minu-

tiarum notitiam in multis locis requirit. Wie gering die Kenntniss

von der Sache war, geht daraus hervor, dass dem Verfasser dextans,

dodrans et bisse graecam etymologiam habere videntur, dass er bei

sescuntia zweifelhaft ist, ob es eine graeca oder latina compositio ist.

Auf dem Abacus werden zwar die alten Zeichen angewendet (pro LX
calcis obolum et ceratem in deceno ponas pro quatuor calcis obo-

lum relinquas sc. bei den Einern), aber dies ist nur äusserliche Form,

in der That wird mit ganzen Zahlen gerechnet.

98) Fasst man nun die Darlegungen in den §§. 64— 67 und 86

—97 zusammen, so überzeugt man sich leicht, dass nach der Zeit des

Victorius die Bruchrechnung eine Erweiterung erfahren hat, indem zu

den Namen und Zeichen für i^, |^ . . . i, l, V^, ^S, ^V, i'^, 7V1 tit,

^Is noch Namen und Zeichen für ^\, ^i^i tt's^i ttVsi iAt hinzu-

kommen; seltener findet sich Namen und Zeichen für ^jg (tremissis)

und dass T (oboli III) für jl^ Verwendung gefunden hat, dafür fehlt

es bisher an jedem Beleg. Für die in der seltsamen Liste der Minu-

tien in der ars geometrica genannten punctum, minutum, momeutum,

für E (oboli V) bei Isidorus und in der oben 94 erwähnten Tafel hat

Friedlein, element. Arithm. 5
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sich gleichfalls kein Anhaltspunkt ergeben, um sie als zur Bruchrech-

nung zugezogen zu betrachten.

Die Zeit für diese Erweiterung scheint mir das 10. Jahrhundert

gewesen zu sein, in welchem das Aufkommen des Rechnens mit Co-

lumnen die Beschäftigung mit der elementaren Arithmetik wieder an-

regte. Im 12. Jahrhundert erscheint die Sache aber bereits wieder in

Vergessenheit gerathen, da bequemere Weisen sie antiquirten. Wenn
im 16. Jahrhundert z. B. in Ma^rmaro^v crtoixsicc hoc est Elementale

cosmographicum . M . D . XXXIX. Argentorati apud Cratonem My-
lium, sich wieder die Namen scrupulus, seu quod minutum dicunt, do-

drans, quadrans, triens, uncia, semuncia sich finden, so erklärt sich

dies leicht daraus, dass man die älteren Werke der besseren Zeit stu-

dirte und die daraus gelernten Ausdrücke verwendete.

99) Es ist nunmehr noch von der Darstellung von Zahlen durch

die Ziffern d. h. die Gobarzifi'ern zu reden.

Im §. 79 ist erwähnt, dass der Nachweis von Ziffern aus der

Zeit Karls des Grossen noch nicht geliefert ist. An sich ist derselbe

keine Unmöglichkeit, da die Araber in Bagdad im Jahre 773 indische

astronomische Tafeln erhielten und also die Gesandtschaft des Harun

AI Raschid, die 807 nach Achen kam, die neuen indischen Ziffern mit-

bringen konnte. (S. Woepcke II, S. 480 Anm. 2 und Z. IX. S. 321

—324). Wären die Aufgaben ad acuendos iuvenes, die man dem Al-

cuin zuschreibt, mit Sicherheit auf diesen zurückzuführen, so könnte

man aus der 50. Aufgabe ein Argument entnehmen, dass mit römi-

schen Zahlzeichen gerechnet wurde. Oder würde die Aufgabe: Wenn
1 metrum 48 sextarii oder 289 meri enthielt, wieviel enthalten 100?

für Ziffern mit Positionswerth in die Sammlung aufgenommen worden

sein ? Nimmt man aber römische Ziffern, dann ist IUI . DCCC genug

von XLVIII und XXVIII . DCCCC von CCLXXXVIIII verschieden,

um eine Aufgabe darüber zu stellen.

Während also hierüber nichts bestimmtes vorliegt, wissen wir mit

Sicherheit einerseits, dass bei den Arabern Mohammed Ben Musa

Alkhärizmi c. 800, oder einige Jahrzehnte später, die indische Arith-

metik bekannt machte, dass diese auch bei den Arabern des Westens

Eingang fand und mit den Gobarziffern geübt wurde (Woepcke II,

S. 516 — 517), dass es von dem Werk des Mohammed eine lateini-

scheUebersetzung gab, welche Boncompagui unter dem Titel Algo-

rithmi de numero indorum in Rom 1857 (L^) herausgegeben hat, und dass

eben dieses Werk von Johann von Sevilla oder Johannes Hispalensia

in der 1. Hälfte des 12. Jahrhunderts bearbeitet wurde, welche Arbeit
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ebenfalls Bouconipagni unter dem Titel Joannis Hispalensis über algo-

rismi de pratica arismetrice Rom 1857 (Lo) bekannt gemacht hat.

Andererseits finden sich in Mss. des 11. Jahrhunderts die Gobar-

ziffern in Verbindung mit dem Abacus mit Columnen besonders für

Multiplicationen und Divisionen angewendet und wir wissen , dass es

hierüber ein Werk eines Spaniers Joseph gegeben hat, das Ger-

bert kannte, und dass Gerbert ein, ja wahrscheinlich zwei Werke

geschrieben und einen Abacus aus Leder und mit Marken aus Hörn

ausgesonnen hat, um eben diese Operationen seinen Schülern geläufig

zu machen, und dass dieses mit solchem Erfolg geschah, dass eine

ziemliche Anzahl von Schriften meist nur handschriftlich vorliegt, die

von seinen Schülern und anderen abacistae herrühren.

100j Dass nun diese Schriften am Ende des 10. und Anfang des

11. Jahrhunderts ein neu Aufkommendes und zwar aus arabischen

Quellen Entnommenes enthalten, dafür sehe ich den vollgültigsten Be-

weis in den seltsamen Namen (79), welche nicht nur auf den Dar-

stellungen des abacus mit Columnen erscheinen , sondern auch in den

Anweisungen zum Rechnen gebraucht wurden, z. B. von Gerland in

Stellen wie: In quocunque arcu ig in (1) ponatur, in eodem signifi-

cabit unitatem ascripti numeri oder trahes eos (die Zeichen für 24) in

inferiorem partem sui arcus ar baute (4) expulso. Lange scheint sich

dieser Gebrauch nicht erhalten zu haben ; aber wie hätte man auf

denselben kommen können, wenn die Zifiern, die man damit bezeich-

nete von den Zeiten des Pythagoras her schon bekannt gewesen wä-

ren ? Sollte es eine blosse Liebhaberei gewesen sein, längst Bekanntes

mit neuen und zwar so seltsamen, Niemandem verständlichen Namen
zu bezeichnen ? Waren aber die Ziffern neu , so erklärt sich auch

leicht, dass sie ihre fremdländischen Namen mitbrachten, die dann

nur so lange sich erhalten konnten als der Reiz der Neuheit ihre Un-

nöthigkeit nicht merken Hess.

Man beachte übrigens, dass diese Namen nur auftauchen bei

der Verwendung der Gobarzifferu auf dem Abacus mit Columnen,

also bei dem ersten Uebergang der 9 indischen Zifi'ern ins christliche

Abendland, der nach aller Wahrscheinlichkeit in Spanien stattfand.

Die Kunde, dass die Araber nur 9 Zeichen brauchten, um die Multi-

plicationen und Divisionen aller Zahlen auszuführen, scheint die Auf-

merksamkeit zunächst auf diese 9 Zeichen gelenkt zu haben und ohne

dass man sich auch das Verfahren zeigen Hess, bei welchem die-

selben zur Verwendung kamen, scheint man nur die Zeichen mit

ihren Namen gesucht und den altrömischen Abacus mit senkrechten

5*
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Einschnitten zur Aufnahme derselben umgeformt zu haben. Wie man
nun auf dem römischen^ Abacus zu dem Zeichen der semuncia,

des sicilicus und der sextula auch diese Namen hatte und gebrauchte,

so war es ganz natürlich auch zu den neuen Zeichen für die 9 Ei-

ner die Namen, die sie bei den Fremden hatten, beizuziehen. Da
nun nach aller Wahrscheinlichkeit bei der Unkenntniss der abendlän-

dischen Christen in der arabischen Sprache die Tradition der Namen
eine mündliche gewesen ist, so erklärt sich daraus auch die grosse

Verstümmelung, welche die arabischen Worte bei den Christen des

Abendlandes erlitten. In Z. X S. 280 habe ich auf Stellen in Lj auf-

merksam gemacht, welche ganz zur Sprechweise bei dem Rechnen mit

Columnen passen. Aber die S. 2 und 4 vorkommenden Ausdrücke:

Set nunc redeamus ad librum und Nos autem redeamus ad librum

zeigen, dass der Uebersetzer auch von seinem Wissen, wenigstens im

Anfang etwas beifügte und so kann die Aehnlichkeit erst durch ihn

grösser geworden sein, als sie bei genauer Wiedergabe des Urtextes

sein würde. Vgl. unten 174 a. E.

101) Ganz Anderes zeigt sich, als das Verfahren der Inder

selbst mit den Gobarziffern im 12. Jahrhundert bekannt wurde. Die

Namen der Gobarziffern kommen dabei gar nicht in Betracht, auch

zunächst nicht der Name für die Null, sondern nur als gelegent-

licher Zusatz erscheint dieser und erfährt erst nach c. 300 Jahren die

Ausdehnung auf alle Gobarzeichen überhaupt. L| lehrt S. 1 — 5 das

Anschreiben der Zahlen mit »IX literae« und einem »circulus

parvulus in similitudine(^m). o. litere.« Ausdrücklich ist aber dieses

als ein Verfahren der Inder bezeichnet. In L2 wird S. 28 — 29 das

Anschreiben mit den figurae gelehrt und für Null der Ausdruck

circulus gebraucht. In L3 ist das Anschreiben nur mit den Worten

berührt: orane quod dici aut excogitari potest de numeris, scribi vel

legi potest his IX figuris, addita ista 0, quae cifra vocatur, nihil

habens significare praeter locum absque numero demonstrare, worauf

noch folgt, dass jede Stelle weiter nach links den Werth der vorher-

gehenden verzehnfacht. Gelegentlich sei dabei bemerkt, dass der

Zifferwert h der einzelneu Ziffer ihre significatio accidentalis

genannt wird, während ihr Stellenwerth significatio naturalis

heisst. In L4 lehrt Leonardo S. 2 — 3 das Anschreiben mit den

novem figurae indorum und dem signum quod arabice zephi-

rum appellatur.

Es ist nicht unwahrscheinlich, dass durch den Einfluss des be-

deutenden Werkes des Leonardo, der im weiteren Text das Wort

zephirum für Null verwendet, dieses Wort in Italien überhaupt ge-
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bräuchlich wurde, und alhnälilig in zefiro und zero überging, welche

beide Formen sieb in Mss. des XIV. und XV. Jahrhunderts finden,

wie ich einer gütigen Mittheilung des Fürsten Boncompagni entnehme.

In Deutschland ist die lateinische Form cifra die herrschende ge-

blieben und, wie es scheint im 15. Jahrhundert, nachdem lange cifrae

in Verbindung mit figurae gebraucht wurde, auch ohne den Beisatz

von figurae gebräuchlich und so zur Bezeichnung auch eines jeden der

9 Zeichen für die Einer geworden. Vgl. Gerbert etc. S. 47 — 48.

Anra. 23. Als Curiosum mag hier die Ableitung des Zeichens der Null

aus 0) und a und des Namens aus wa l^erpvQia erwähnt sein, die sich

findet in der Schrift: Renatum e Mysterio Principium philologicum

auctore Joh. Petro Erico. Patavii. Anno. M.DC.LXXXVI. Dort

steht S. 69 als Antwort auf die Frage, unde ductus eorum (der Zei-

chen 9) originem trahat: Ab Aegyptiorum, ut dixi, aut si

mavis, a iam dictis Graecorum literis vel numeris ; cum enim Aueto-

res, quorum nomen ignotum, priores (sie!) duas literas, nempe

M et a, annullaverint appellando illas wa X,s(pvQia (post ab Arabibus

corrupte dicta Zyphra et ab Italis corruptissime Zero) id est:

Ova (propter similitudinem) irrita et vento plena.

!

Was endlich die Form der Ziff'ern betrifft, so deutet der Um-
stand, dass sie nicht die der Ziffern bei den Arabern des Orients, son-

dern die bei den Arabern des Occidents ist (s. Woepcke II, S. 56 ff.

239 ff. 517), wie alle anderen Umstände darauf hin, dass die indischen

Ziffern über Nordafrika und Spanien in das christliche Abendland ge-

kommen sind.

Um aber zu erklären , wie die Ziffern der Araber im Westen

andere Gestalt erhalten konnten als bei den Arabern im Osten, bedarf

es der Neupythagoreer und ihres angeblichen abacus mit Columnen

nicht. Dass die Inder eine grosse Mannigfaltigkeit von Zifierformen

besassen, ist hinlänglich bezeugt (s. Woepcke II, S. 483), dass auch

in der Zeit des Alkhärizmi Verschiedenheiten in den Formen bestan-

den, sagt dieser ausdrücklich (S. 1 in Li): est quoque diversitas inter

homines in figuris earum : fit autem hec diversitas in figura quinte

litere et sexte, septime quoque et octave. Set in hoc nullum impedi-

mentum est. Der letztere Zusatz zeigt, dass man um diese Verschie-

denheiten sich wenig kümmerte, und so können Zufälligkeiten schliess-

lich den sogenannten Gobarziffern bei den Arabern des Westens das

Uebergewicht über die anderen gegeben haben. Es hat z. B. nichts

unwahrscheinliches an sich, dass ein indisches Manuscript, aus welchem

Alkhärizmi das Verfahren der Inder entnahm, für seine Art die Zif-

fern zu schreiben entscheidend war, und hinwiederum das Werk des
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Alkharizmi für die Araber des Westens. Auf Tafel VI des Werkchens

Gerbert etc. habe ich eine Reihe von Formen der Ziffern mitgetheilt,

darunter auch die, welche sich auf erhaltenen abacus mit Columnen fin-

den ; hier stelle ich auf der Tafel in Nr. 20, a solche Formen zusam-

men, welche den Zusammenhang unserer jetzigen Ziffern mit den

Gobarziffern unabhängig von den Manuscripten der sogenannten

Geometrie des Boetius darthun können.

102) In nächster Verbindung mit dem Anschreiben steht das

Aussprechen der angeschriebenen Zahl. Hierüber giebt Lj S. 6—

7

die Anweisung, dass man die Stellen (differentiae) zu zählen hat. Die

erste Stelle rechts sei die der Einer, die übrigen habe man nun nach

links zu nehmen, deceni, centeni, milia, dann x. milia, .c. milia, mille

milium, dann .x. milia milium, .c. milia milium, mille mille milinm

tribus vicibus u. s. w. Bliebe über solche drei differentiae der dece-

norum, centenorum, milium, eine übrig, so gehöre sie den .x. mi-

lia der milia, die man zuletzt zu sprechen hatte, blieben aber zwei

übrig, so gehöre die 2. den .c. milia eben jener milia. Es wird also

von den Zehnern aus nach drei und drei Stellen abgetheilt.

Beim Aussprechen werden die Hunderter für sich benannt und

die Zehner und Einer für sich. 1 180 703 051 492 863 wird ausge-

sprochen :

mille mille mille mille milium

vel centum milia milia milia »

» octoginta » > » »

deinde septingenta » » »

et tria » » »

vel quinquaginta unum » »

> quadringeuta milia

et nonaginta duo »

et octingenta sexaginta tres.

Bei L2 findet sich hierüber kein besonderer Abschnitt und S. 26

heisst es nur: Quiutum limitem decem milia dixerunt, et sextum cen-

tum milia, et septimum millies millium, rursum octavum decies millies

millium, nonum vero centies millies millium, decimum vero millies

mille millium, uudecimum vero decies millies millies millium et sie

sequentes ex decuplatione precedentis limitis procreantes limites in in-

finitum processerunfc. — Somit erscheint jede Stelle nur für sich be-

trachtet und eine weitere Gruppirung nicht gesucht. — In L3 wird

S. 3 das Aussprechen kurz in folgender Weise angegeben: Notandum

quot ternarii tot fiunt puncti , et quot fuerint puncti tociens mille

debet pronuntiari. Dazu habe mau noch zu beachten, wieviele figurae
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auf den letzten Punkt noch folgen. Bliebe nach dem letzten Punkt

1 figura, so sei sie als Einer, wenn 2, als Zehner, wenn 3, als Hun-

derter zu sprechen. Endlich lautet für das Aussprechen noch eine

kurze Regel: secundum numerum punctoruru repetatur denomiuatio

millenorum, in ultimo pluraliter, in penultimo singulariter, in

reliquis adverbialiter, excepto ternario primo ad dextram posito.

Darnach wird das Beispiel 495.827.361.052.951 gelesen:

Quadringencies nonagies quinquies milies milies mille milia '

octingencies vigies septies » » »

trecenties sexagies [semelj » »

quinquagies bis » (vel duo milia)

nongenti qainquaginta unus.

103) Leonardo giebt S. 4— 5 folgende 2 Arten an. Erstens

das Abtheilen adcentando bei jedem Hunderter durch einen Strich

oben, bei jedem Tausender durch einen Strich unten, worauf dann

jeder Strich oben die Zahl als einen Hunderter bezeichnet, bei jedem

Strich unten aber das mille so oft mal gesagt wird, als bis zu jener

Stelle von rechts her Striche stehen; z. B. 1,0'07, 5'43, 2'89, O'Sl.

(Im Text von Boncompagni fehlen die Striche), mille Septem milia

milia miliaria et quingenta quadraginta tria milia milia ria et

ducenta octuaginta novera miliaria et insuper octuaginta unum.

Hier ist zu beachten, dass für den letzten Tausender der Kürze wegen

eine Ausnahme von der Regel gemacht ist, da nach dieser mille

milia milia miliaria am Anfang gesprochen werden müsste, nach die-

sem erst Septem milia u. s. w.

Bei der zweiten Art werden Bögen (arcus) angewendet, z.B.

678 935 784 105 296, gesprochen:

sexcenta septuaginta octo milia milia milia milium

et noningenta et triginta quinque > » »

et septingenta octuaginta quattuor » »

et 105 milia et 296. Wenn zuletzt 1 oder 2 figurae übriff blei-

ben, so nehme man die 4 oder 5 Ziffern unter den letzten Bogen zu-

sammen. Also auch hier dieselbe Ausnahme wie bei der ersten Art.

104) Endlich ist von der Darstellung der Brüche zu reden. Bei

Alkhärizmi werden S. 17 ff. die Se xagesimalbrüche besprochen

oder vielmehr die Zahlen mit den Benennungen minuta , se-

cunda, tertia, quarta u, s. w. , neben welchen die Ganzen gradus

heissen; von den übrigen Brüchen ist nur der Anfang erhalten auf

S. 22u. 23, woraus man sieht, dass 3^ und 8^^- geschrieben wurde 3 8.

13
2 11
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Joannes Hispalensis handelt äliulich von S. 49 bis S. 56

von den Sexagesimalbrüchen, hierauf aber von den gemeinen Brüchen.

S. 58 findet sich das Produkt (§ + 3^ + '|~)-0"*" 3~ '^ x)
in folgender Weise angeschrieben:

8
I I

3

2 1

3 N .

3
I

2
5

I

4

S. 65 ist auch von fr actio

fractionis die Rede u. S. 66

ist der Bruch

(I)

T(^^)
10

angeschrieben

nur dass durch einen Druck-

fehler oder Schreibfehler 2

statt 3 steht.

In L3 werden die Brüche nicht behandelt. Die Reste, welche S.7

im exemplum librarum sich ergeben, werden auf kleinere Benennungen

gebracht oder es wird damit gescherzt: supererunt adhuc 7 (nummi),

quos si in obulos redigam, per hoc forsan ipsos (mercatores) confun-

dam. Quapropter ut honestati eorum parcatur, placuit nobis, ut ova

emantur. Mercatores enim sunt; delapidationem substautiae pati ne-

sciunt. Emamus ex iis ova; sunt pro certo ad praudium sibi pro-

futura.

105. Bei Leonardo finden sich S. 24 nicht nur bereits die

Brüche in unserer jetzigen Weise angeschrieben z. B. j'/-^, wobei 13

denominans, 347 denomiuatus heisst, sondern auch noch fol-

geijde Arten:

1) Brüche mit mehr als einer Zahl im Zähler und Neuner ohne

weitere Zeichen, z. B.

1 4 _
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2) Solche Brüche mit einem Ring (circulus) rechts; z. B.

2 4 6 8^__8_ _^ _6_ A+ 4 6 8^
3579 97 9 5 7 9

_2_ _4_ J_ _8_*
3 ' 5 * 7 ' 9

3) Solche Brüche mit einem Ring links; z. B.

8 6 4 2 _ J_ J _6_ A
*^9 753'~3'5'7'9

(Im Text fehlt der Ring.)

4) Brüche mit kleinen Strichen über einem grösseren; z. B.

1115 K ^ i i 1^15

5 4 3 9 9

Bei der Darlegung des Rechnens mit den Brüchen wird sich

ergeben, wie das Bemühen nach bequemen und leichten Divisionen

auf diese uns durch die Decimalbrüche überflüssig gewordenen For-

men führte.

II. Das elementare Rechnen.

1) Bei den Griechen.

106) In welcher Weise bei den Griechen das elementare Rech-

nen geübt wurde, ist mit Bestimmtheit nicht zu ermitteln. Förmliche

Rechenbücher sind nicht erhalten, da das Fingerrechnen ebenso

wie das Rechnen mit den ipjjrpoi solcher nicht bedurfte, sondern

von Lehrern den Schülern gezeigt und von diesen durch ofte Wieder-

holung gelernt werden musste. Dazu kommt, dass an den Stellen,

wo die Ausrechnung einer Aufgabe hätte gezeigt werden können, diese

als bekannt übergangen und nur das Resultat genannt wird; höchstens

wird der Gang der Rechnung noch angedeutet. Für Multiplicationen

und Divisionen mit grösseren Zahlen gab es besondere Anweisungen.

Eine solche wird erwähnt von einem gewissen MäyvTjg (wohl richtiger

als Magnus). S. Nesselmanu S. 120 u. 121—122. Es soll nun das

Wenige, was überliefert ist, zusammengestellt und soweit als möglich

Schlüsse daran geknüpft werden.

107) Zuerst ist7zu erwähnen, dass das Rechnen mit den Zah-

len bei den Griechen Logistik (XoyKTTixri nach Suidas auch Xoyi(7-

fiög) hiess und von der theoretischen Betrachtung der Zahlen, der

ccQid^liriTixri , unterschieden wurde. Nesselmann hat hiefür S. 40 ff.
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die nöthigen Belege gegeben. Vgl. Cantor S. 229. Wenn es bei

Lucian n. naqaüitov 27 (III, S. 37 ed. Jacobitz) heisst: ägtS^fJui}-

tixi^ fjisv fif'a edxi xcci rj avrij xal dig ovo nagd te r\iilv xal nagcc

f/iQ(Taic titragd ecTTt xal (XVfi(fiO)i's7 ravra xal nagd EXXi^Ci xal ßag-

ßdgoig, so zeigt sich, dass mit dgiS^^rjTixri auch die Zahlenlehre über-

haupt bezeichnet werden konnte, zu welcher die Logistik als ein Theil

gehört.

Ueber das Verfahren mit den ipri(fot ist die Stelle aus Herodot

2, 36 zu erwähnen: ygäij/jara ygätpovct, xal XoyCQovxai (prjffOKTt

'EXktjvsg [jusp dno xwv agifftegdov inl rd dsl^id (figovreg t^p x^^Q^f

AiyviTcttoi öe utio tmv öe^imv ini rd dgtffTtgd. (S. Nesselmann

S. 106). Ich sehe darin hingewiesen auf das Auflegen der Rechen-

steiue auf parallelen wagrechteu Linien (vgl. Z, IX. S. 299). Je-

denfalls beweist diese Stelle , wie die bei Polybius 5 , 26 , 13, dass die

Griechfen mit losen Rechenmarken rechneten. Wie dies geschehen

konnte, wird später dargelegt werden.

Das einfache Zählen (dgi&fisiv) ist zu einer Verspottung der

Pythagoreer benützt von Lucian in der ßio)U ngdatg 4 (I, S. 231):

Ayogafftrjg: Oiöa xai pvp dgi&iis7p. Ilvd^ayügag: Ilcög dgid^fieeig

;

Ayog. Ep , ovo, tgia , tExtaga. Jlvd^. ^Ogag; d cv doxesig xiffffaga,

xavxa dexa ifftl xai tglyMPOP ipxsXsg xai ri^ixegop ogxiop.

108) Von der Addition glaubte ßoeckh (Berliner Lektions-

catalog für das Sommersemester 1841 S. XI) ein Beispiel in einem von

Otfried Müller aufgefundenen Bruchstück einer Inschrift sehen zu

können, und es lassen sich allerdings die dort in Columnen unterein-

ander angeschriebenen Zahlen als Posten ansehen, welche schliesslich

in eine Summe zu vereinigen waren. Dass dabei die Einer links von

den Zehnern stehen , ist bei der Art , wie die Griechen die Zahlen

schrieben, keine sehr erhebliche Abweichung von unserem jetzigen

Verfahren. Bedeutender aber ist, dass die Jota in der Reihe der

Einer, welche Boeckh für Stellvertreter unserer Null hielt, viel wahr-

scheinlicher von der Zerlegung eines Zehners in 10 und seine Differenz

von 10 herrühren , um keine Stelle ohne eine Ziffer zu lassen. S. Can-

tor S. 126. Dadurch wird auch viel wahrscheinlicher, was ich früher

schon (Gerbert etc. S. 26) aussprach, dass man die Posten auf der

Rechentafel mit den Rechensteinen addirte und die Summe wieder

in Buchstaben ausgedrückt unter die Posten setzte, und dass man
überhaupt in Europa eher in unserer jetzigen Weise multiplicirte

als addirte und dieses wohl durch jenes lernte. Ob dies auch für die

Inder der Fall war, lässt sich bis jetzt nicht sagen, da von der Zeit,

in welche der Gebrauch der Null aufkam, noch zu wenig bekannt ist.
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109) Ganz ähnlich, wie bei der Addition, scheint es mit der

Subtraktion sich verhalten zu haben, die, wenn mau sie nicht im

Kopf oder mit Beiziehung der Finger vollzog, auf dem Rechenbrett

in dem einfachen Wegnehmen der bestimmten Anzahl der Rechen-

steine bestand. Nesselmann zwar giebt S. 119 Schemen für die Ad-

dition und Subtraktion nach unserer Weise, muss aber dazu bemerken,

dass sie Eutokius nicht aufstelle, sondern die Untereinanderstellung

nur natürlich und wahrscheinlich sei. Dass sie gleichwohl nicht statt-

gefunden hat, muss ich so lange behaupten, bis ein genügender Beleg

dafür beigebracht wird. Die Ausdrücke, mit denen vom Addiren und

Subtrahiren gesprochen wird {avvTid^ivai, dcfaigsTy, aiQety z. B.

Heron S. 56, 30, Xa^xßäveiv ix tivmv z. B. Heron S 58, 11, inetaiQslv

z. B. Heron S. 59, 4) weisen auf das Rechnen mit Rechensteinen. Ge-

rade zu ist dieses Verfahren genannt in Theophrast's Charakteren 14, 1

(S. 60 ed. Buchung) u dt avaia^rixoc xoiovtöc riq , oiog XoyKräfisPog

xaig \prj(fOtg xal xeq:äXaiov noir^aaq iqonuv xbv naQaxad^rnxevov , ji

ytyvsrat] wobei zugleich aus dem Wort x€(pc'(Xaiov für die Summe

sich ergiebt, dass diese oberhalb der Posten notirt wurde. Ebenso

24, 3 S. 108— 109. ^Aiiilei de xal koyt^öfxsvog ngög rtva xm naidi

avpxä'Siai xdg iprj(fovg öioid^alv (::= xä^ioxa xi^tvai'^.), xal xecfäXaiov

noiijffavxi ygaiijai, avxoi sig Xöyov. Also zuerst Ausrechnung auf der

Rechentafel und dann Eintragung in die Liste oder das Buch.

110) Die Multiplication ist auf der Rechentafel ein wieder-

holtes Hinzufügen derselben Anzahl von Rechensteinen, die auf den

einzelnen Linien zur Darstellung des Multiplicanden nöthig sind.

Dieses Verfahren lässt sich erkennen in den Worten bei Lucian,

'^Egfioxifiog 48 (I, S. 367): loyiawfisd^u oiv i^ ^QX^?' ^txoai xm JIv-

y'^ayÖQcc ixid^sfisp, €ixa UXäxuivi xo(j(xv&' txeqa, elxa e^rjc xoig uXloig'

noGa ö' ovv xavxa (Tvpxid^evxa iv xecpaXaiw yevoix civ , €i dexa

fxovag d^aT^isv xdg aiQt(T€ic iv (fiXoGocpicc. EPM. ''Yneq öiaxöcTia, m

ylvxlvs. Statt jedes Mal den ganzen Multiplicandus aufs neue hinzu-

legen, musste man bald darauf kommen, die leicht im Kopf ausführ-

baren Theilprodukte auswendig zu bilden und nur das Produkt in

Rechensteineu auf die Linien zu legen, und was man zunächst bei

einem Multiplicator that, der nur einen Buchstaben zum Anschreiben

erforderte, Hess sich leicht übertragen auf solche, die mit 2 und mehr

Buchstaben zu schreiben waren. Dass dieses geschah , beweisen die

noch erhaltenen Schemen von Mulplicationen bei Eutokius, von denen

ich 2 hier nach Nesselmann (S. 116 n. 118) mittheile.
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3-7=2l|3-l= 64-
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xäd^STOf , rjyovp inl xdq kmu ^ovädaq xai rd ovo ^d" ^d", yit'op%at

fjboydöeg eixocrioxTM xai ^ß' ?d" ^ö" tmv ^d" §d". noXvnXaaid'Qoviai,

ÖE ovto)g- r' r >(cc'- »««* r' -f« ß' ?<J" ^^" ?' ^^" ^^"' '««^ ?/ ^^" ?^"

Twv Ittt« (xovdöoyy Vfxa' ^d" ^d" ' xai ^/ ^6" ^6'' Toiv ovo %d" "^d"

Qxe! ^d" ^ö" xwv ^d" ?d'0 yiPÖfiepa xai xavta i^fixocTtoTSTagtov a'

xai ^ß' ^d" ?d" xcoy ?d" ^d". o^iov fiopddeg xa' ^d" ^d" Vfir]' , ytyö-

{leva xai xaixa ixoväöeq enxd , xai i^rixopxaövo §ö" §d" tcop e^r}-

xo(Txox€%dQX(oy, ijxoi ta oka [x,ovdöeg sixocrcoxxo) xai e^i^xopxadvo

^6" ?d" xäip §d" ^&'. d. h. 3 g^- . 7 -^-^

64 64
i

64 * 64 ~ 64 ' 64 64 64" 64

^, 448 , ^, 62 1 ^^ ,
62 1

Summe 21 ^ (= 7) + -g^ • ^^~ = 28 + gj- . -^^ •

Ferner Geometrie 83, 2 — 3 S. 110: fiopädeg id' xai Xsnxd

XQtaxoaxöxQtxa xy' ' mv o noXvnXaaiaaiibg ylyexai, ovxcog' lö' id'

„C\ c' • xai lö' xd xy' ly" Xy" xxß' Xy" Xy" ' xai ndXiv sixo^itgia

XQiaxoGxöxQtxa xmv lö' ^ovdduyv xxß' Xy" Xy". xai xy' Xy" Xy" xu^p

xy' Xy" Xy" (fx&' Xy" Xy" xcop Xy" Xy", yipöfispa xai xavxa Xy" Xy"

ic' xai Xy" xd Xy" ' d{iov ^opdösg qQkc' Xy" Xy" x?' 'f«* ^y" ^o ^/"

'

xd x^' Xy" Xy" fisqtl^oixepa nagd xd Xy' yi'popxai ^opddsg x' xai

(Tvpxld^spxat, xaig ixtgaig gCxc' [xopädi xai av^noGovxai, o and xov

noXvnXaciafffjbov (Tvpayöfiepog agiO^nög eig [xopdöag aic' xai Xy" xö

Xy" d h 14 ^^ 14 -^^ 14 14 — 196 \ 14
^^ = -^^

i

--- •/.y . d. h. 14 gg .14 gg 14 . 14 _ lyo 14 . 33 33 33

11 — J22^
I

23_ 23 _ _529 J. _ ü + J JL 1

33
I

33 * 33 33
'

* 33' 33 33' ' 33
I

bumme 196 -^ + 33- • -33 1 —33— =z20 Summe 216 + -33 • -33- •

Aus dieser Art zu Rechneu erklärt sich auch leicht, wie die Griechen

dazu kameu, nicht blos einen einzigen Bruch auf die Ganzen folgen

zu lassen, sondern ganze Reihen von Brüchen und zwar mit möglichst

kleinem Zähler, also wo möglich mit dem Zähler 1. S. Nesselmann

S. 113.

112) Fragt man nun, welche Unterstützung dabei dem ßechnei'

am erwünschtesten sein musste, so ist es ofi'enhar eine bequeme

Uebersicht der Potenzen von 10 , oder eine Anweisung wie für 2 Fak^

toren , welche beliebige Potenzen von 10 enthalten, die Potenz von

10, die im Produkt sich findet, ermittelt werden kann. Denn die

Multiplication der Brüche bestand, wie die vorstehenden Schema zei«

gen, in der Multiplication von ganzen Zahlen Eben solches aber
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wird uns durch Pappus von Apollonius (2. Hälfte des 3. Jahrh. vor

Chr ) berichtet. S. Boeckh Lektionscatalog für d. Sommer 1841 Note 6.

Nesselmann S. 126 ff". Cantor, Euclid u. sein Jahrhundert 1867. S. 62

— 64.

Apollonius lehrt die Multiplication zweier oder mehrerer Zahlen,

welche in einen Einer und eine Potenz von 10 zerlegbar sind, dadurch

ausführen, dass man die Einer für sich multiplicirt und die Potenzen

von 10 für sich berechnet und dann das 1. Produkt mit dem 2. wie-

der verbindet. Die Einer erscheinen dabei als die Träger oder Stämme

für die Zehner, Hunderter u. s. w., was für die Griechen um so mehr

hervorzuheben war, weil z. B. 5, 50, 500 mit den verschiedenen

Zeichen e , v , (p geschrieben wurden. Sie erhielten daher auch den

besonderen Namen der nvd^ixtpec- Von den Produkten der Einer

mit Einern wieder die Einer und Zehner zu unterscheiden, hatte man

so lange keine Veranlassung , als man der Rechentafel sich bediente,

da mit der Bestimmung der Linie, auf welche die Einer zu legen sind,

auch die Linie für die Zehner bestimmt ist.

Ob auch förmliche Produktentafeln existirten, aus denen die bei

den Rechnungen vorkommenden Theilprodukte bequem zu entnehmen

waren, ist nicht nachweisbar. Möglich aber ist, dass sich solche in

einem W^erk des Apollonius fanden, das man aus einer Notiz des Eu-

tokius kennt. Nesselmanu nennt S. 120— 121. 126. 132 dasselbe

(oxvtößoog, Cantor, Euclid und sein Jahrhundert S. 59 und 62. Oky-

toboon. In dem Herforder Programm 1854 aber, welches Knoch und

Märker verfassten, ist S. 29 der richtige Titel coxvtöxior herge-

stellt und M. Schmidt macht in Mützel's Zeitschrift für das Gymna-

sialwesen 1855 S. 805 die Bemerkung, dass am wahrscheinlichsten

»ein Rechenknecht« damit bezeichnet ist. Dass in einem solchen auch

die Berechnung der Kreisperipherie enthalten war, ist nicht so un-

wahrscheinlich als Nesselmann und Cantor annehmen, da ja Produkte

mit der Verhältnisszahl der Peripherie zum Durchmesser häufig zu

bilden waren, und gewiss eine Zusammenstellung solcher Produkte

vielen erwünscht war.

Dass die sogenannte Tafel des Pythagoras kein Einmaleins

ist, wofür man sie lange hielt, ist längst erwiesen. S. Chasles I,

S. 531. Cantor S. 205. Tafeln, wie sie z.B. bei Nikomachus S. 51

ed. Hoche sich finden, sind keine Unterstützungen beim elementaren

Eechnen, sondern üebersichten von Zahlen von bestimmter Be-

schafi'enheit.

113) Von einer ausgeführten Division ist kein Beispiel erhal-

ten (S. Nesselmann S. 112) und der Grund ist nahe liegend. Sie be-
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stand in einer blossen Hinwegnalime der Zahl, mit welcher zu theilen

war, von der zu theilenden Zahl, was man sich dadurch abkürzte,

dass man die leicht erkennbaren grösstmöglichen Produkte des Divi-

sors sogleich im Ganzen wegnahm. Ich habe früher bereits (Z, IX,

S. 315) bemerkt, dass der Begriff Quotient dem ganzen Alterthum

fremd geblieben zu sein scheint, und dass man, was wir so nennen,

als Hälfte , Drittel , Viertel u. s. w. auffasste. Dieses bestätigen auch

die Theilungen, die bei Heron sich finden. Geom. 6,5 S. 53 ist von

einem Reckteck mit einer Länge von 8 üioivia. und einer Fläche von

40 a%oivia die Breite zu finden. Die 'Ausführung heisst: läßs rdiv

%€ffGaQÜxoyTcc to oydoov. — 12, 4 S. 56 ist 25 durch 13 zu theilen:

ravta [xe'] niQit,£ nagd xd ly' tl^g vnoTSiPOi'xTTjg' yIvovtcci a' S y"

ly" OT}" , rJTOi fiiOydi; fila xal Xsmd ly" ly" iß' also 25 : 13 rr

:= 1 -g + -^ + jö + rrrT := 1 yy . Lctztcres ist das Er-

gebniss bei der blossen Wegnahme des 13 von 25; ersteres aber zeigt,

wie man die Reste der Divisionen durch bequeme Brüche auszu-

drücken suchte; denn aus ^^ machte man
13 "'"""^" '""" 26 26

~
I 11 11 33
-^ + ^26~' ^"^ ~9ß~' ^^ 2 mal 11 26 noch nicht erreicht, ^ —
_ 26 + 6 + 1 _ 1 ,

1
. 1 O, 1 Q «r X,

• ,— So — ~o~ ^ ^Ts" ^T8~'
—

'
heisst es:

ravta [o'] [liQiffOv nccqd xd ly' t^s ßdaeo^q' yivexai, x6 ly" xovxoiv

[xOfddsg ntvxe xai ntvxe ly" ly" also 70 : 13 = -zr^ . 70 rr
io

65+5 5= —Tö— =^ 5 -yo • Wenn es also 28,1 S. 69 heisst xavxa [(f)d']

/u-eßt^ft) naqd xd xr^' xfjg ßäasoDg, yivovxai, ir( , so ist dabei nicht die

Anschauung vorhanden, dass 28 in 504 18m al enthalten ist, sondern

dass der 28. T heil von 504 18 beträgt. Doch scheint man diese Zahl

18 so gefunden zu haben, dass man zuerst das 10 fache von 28 weg-

nahm, dann das 5 fache, und daraus ersah, dass noch das 3 fache da-

von weggenommen werden konnte.

Man entnahm die Ergebnisse bei den Theilungen dem, was matl

durch Multiplication erfuhr; man multiplicirte die Theile nach Gut-

dünken oder nach Bequemlichkeit und zog das Produkt ab, mit dem
Rest verfuhr man ebenso, wenn er nicht kleiner als der Theiler war. So

giebt auch Diophantus keine Regeln für die Division, weil

sie dem Schüler schon aus den Multiplicationsregeln klar seien. S.

Nesselmann S. 288. Von dem Dividiren mit Sexagesimaltheileu
ist im Folgenden die Rede.
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114) Das Potenziren kommt als selbstständige Operation nir-

gends vor, die Sätze, welche das Multipliciren nöthig machte, liess

man bei der hiefür ausreichenden Fassung, ohne sie zu verallgemeinern,

und Quadrat und Cubus wurden geometrisch aufgefasst. So findet

sieh bei Archimedes (S. Nesselmann S. 124 — 125 der Satz

a'" . a" =z a™+" nur in der Form, dass die Potenzen von 10 als

Glieder einer geometrischen Progression angesehen und be-

achtet wird, die wievielste Stelle jede darin einnimmt. Da nun

a'" nach griechischer AuflPassungs weise, welche 1 oder a° mit ein-

rechnet, die (m+l)^*^ Stelle einnimmt, a" die (n+ l)'"^ a""+'^ die

(m + n + 1)'^, so musste die Regel so lauten, dass man die Stellen-

zahlen addiren und von der Summe 1 subtrahiren müsse, nach unserer

Darstellungsweise

[(m+1) + (n + 1)] —1 = m + n + 1.

Unserem Verfahren näher kommt das von Apollonius oder in

der vorliegenden Form von Pappus herrührende Verfahren bei den

Multiplicationen der Potenzen von 10. S. Nesselmann S. 12G— 133.

Um für das Produkt zweier Zahlen von den Formen a . 10"^
. b .

10"

zu bestimmen, in welche Klasse seiner Myriaden es gehöre (S. oben

16), wird zuerst für jede Zahl die Zahl der Dekaden, welche mit

unserem Exponenten von 10 identisch ist, ermittelt, die so erhaltenen

Zahlen werden addirt und dann die Summe durch 4 dividirt. Bleibt

1 , 2 oder 3 als Rest , so ist das Produkt ein Zehner , Hunderter oder

Tausender der vom Quotienten bestimmten Klasse der Myriaden. Hierin

liegt der Satz 10'" . 10" r= 10"^+ ", aber er wird nicht als solcher aus-

gesprochen und noch weniger auf andere Grundzahlen ausgedehnt.

Bei Diophautus (S. Nesselmann S. 294— 295) findet sich für

das Quadrat der mit c' oder co' bezeichneten Unbekannten das

Wort dvvaiJiig, während für Quadrat einer Zahl überhaupt xixQaYODvoq

steht, für die 3. Potenz xißog, die 4. övva(xodvvaiiig^ die 5. dvva-

[juoxvßog, die 6. xvßoxvßog und dazu die Zeichen dy, xv , ddv , öxv,

XXV, welche aber nur von. den Unbekannten gebraucht werden.

Welche Sätze über diese Potenzen Diophant zur Berechnung derselben

anwendete, vermag ich nicht anzugeben, da mir keine Ausgabe des-

selben zur Hand ist, und Nesselmann nur S. 299 Anm. 3 noch er-

wähnt, dass Diophant eine Multiplicationsregel für Brüche von

der Form —- giebt, wozu nur der aus a"' . a" = a"^+" folgende

Satz a"' + "
: a" — a'" nöthig ist.

Aus der Art, wie Diophant die Aufgaben behandelt, deren Lö-

sung er sich vorgenommen hat , ergiebt sich , dass nicht allein die
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einfachsten Sätze über Potenzen von zweigliederigen Ausdrücken, wie

(a ± hy = a2 + 2ab + b2 und (a ± hf = a^ ± 3a2b + 3ab2± b»,

ihre Anwendung fanden, sondern auch zahlreiche Ableitungen aus den-

selben, wie ab + {^-^y = (^^^yiS.^QQ) (i s+x)3 + U s-xP

= J s^ + 3 s x2 (S. 357) , aber diese Sätze waren den Griechen auf

geometrischen Anschauungen beruhende Theoreme, und treten nur

in den auf eben diese Anschauungen gegründeten Theorien über die

Zahlen und Zahlausdrücke auf, zu denen auch Diophants Behandlung

der Gleichungen gehört (s. Nesselmann S. 134); die eigentliche Bil-

dung des Quadrates von Zahlausdrücken geschieht durch Multipli-

cation derselben mit sich selbst, wie es die oben 110 und 111 ge-

gebenen Beispiele zeigen.

115) Ueber das Wurzelausziehen bei den alten Griechen

haben wir keine Anhaltspunkte, wie Nesselmann S. 108— 110 darge-

legt hat, der dadurch zu der Vermuthung geführt wurde, dass die

Alten ihre Wurzeln durch Versuche und Errathen gefunden ha-

ben. Eine fast divinatorische Thätigkeit der Alten in solchen

Fällen erkennt auch Hultsch an. S. N. Jhbb. f. Ph. und Päd. 95. Bd.

S. 534. Ich habe gleichfalls nichts finden können, was auf eine an-

dere Methode dabei schliessen Hesse, als dass man zuerst durch

Probiren die Ganzen ermittelte, deren Produkt mit sich selbst dem

vorliegenden Radicanden gleich oder doch so nahe war, dass die Ver-

mehrung der Wurzel um 1 das Quadrat zu gross machte. Im letzte-

ren Falle ermittelte man dann ebenso den Bruch, dessen Beiziehung

zur Wurzel das Quadrat dem Radicanden so nahe brachte, dass man

den Fehler vernachlässigen konnte. Der Fehler konnte dabei in einem

zu viel oder in einem zu wenig bestehen.

Möglich war es allerdings, dass man bei grossen ganzen Zahlen

ein ähnliches Verfahren einschlug, wie es Theon bei dem Rechnen

mit den Sexagesimaltheilen angiebt, aber es würde dann wohl

eine Bemerkung nicht fehlen, dass man bei den Brüchen in gleicher

Weise, wie bei den Ganzen verfahren müsse. Da aber eine solche

Bemerkung sich nicht findet und Theon zur Begründung des Verfah-

rens das geometrische Quadrat beizieht, so ist |es viel wahrschein-

licher, dass ein methodisches Ausziehen der Quadratwurzel erst seit

der Benützung der Sexagesim altheile aufkam. Ueber diese soll

nun noch das Wesentliche angegeben werden.

116) Das Sexagesim alsyste ra rührt von den Baby Ion i ern

her, uud von diesen hai)en es die luder, nicht von den Griechen, wie

Cantor S. 272 behauptet (S. Martin IT S. 362). Die Griechen nahmen
Friedlein, element. Aritliin. 6
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erst nacli Alexander dieses System au für die Eintlieilung der Stunde
und des Grades (S. Hultsch iu d. N. Jhrbb. f. Phil. u. Päd. 95. Bd.

S. 513) und zwar scheinen sie nur die Theilung nach 60 angenom-

men zu haben, nämlich iu ngona e^r}xo(TTä, devteqcc e^ijxofftci u. s. w.,

während die Babylouier auch 60 Einheiten ((loigai von Ptolomäus ge-

nannt als 120stel des Durchmessers des Kreises, für den die Sehnen

zu den Winkeln berechnet wurden) zusammenfassten in einen s o s s o s,

und 60 sossos in einen saros.

Nesselmann, der S. 136 die Vermuthung ausspricht, dass Ptolo-

mäus erst das Sexagesimalsystem eingeführt habe, fand (S. 137 und

Anm. 24) bei Wallis, dass spätere Astronomen von diesen höheren Ein-

heiten (sexagenae) Gebrauch machten.

Die Zahlen wurden mit den griechischen Buchstaben geschrieben

und zwar die Ganzen mit einem horizontalen Strich oberhalb,

die ersten Sechzigstel mit dem einfachen Bruchzeichen ('), die zwei-

ten mit zwei {") u. s. w. S. Nesselmann S. 137. Fehlte eine Klasse

so wurde ein o mit einem Strich darüber geschrieben, nach aller Wahr-

scheinlichkeit als Abkürzung des Wortes ovdiv. Woepcke (II, S.

465 ff.) hat dargethan, dass man diese Null im Sexagesimalsysteme

wohl unterscheiden müsse von der Ziffer Null.

117) Die Addition und Subtraktion im Sexagesimalsystem

konnte aus dem Kopf, mit den Fingern und mit Anwendung eines

Abacus mit Einschnitten vorgenommen werden, wenn man jedes Gleich-

benannte für sich ausrechnete; wurden aber mehrere Benennungen zu-

gleich auf dem Abacus dargestellt, so konnte dies nur ein Abacus mit

wagrechten Linien und Rechensteinen sein. Das Verfahren bei der

Addition der Theilprodukte bei der Multiplication lässt auf die erste

Art schliessen.

118) Die Multiplication (S. Nesselmann S. 139-141) erfolgt

in der oben 110 angegebenen Weise z. B.

^C



Für solche Mnltiplicatiouen war es nötliig, die Beneuunng des

Produktes aus den Beueuuungen der Faktoren abnehmen zu können;

es geht daher auch der Unterweisung in der Multiplieation die Unter-

weisung über diese Benennungen voraus, dass nämlich die Ganzen als

Multiplicator die Benennung des Multiplicanden nicht ändern, die er-

sten Sechzigste! dieselbe um eine Stufe erniedrigen, die zweiten

um zwei Stufen u. s. w. *

119) Für die Division ist es in gleicher Weise nöthig, die Be-

nennung des Quotienten aus der des Dividenden und der des Divisors

zu bestimmen. Nesselmann führt auf S. 139 aus Theon die Regel au,

dass die Ganzen als Divisor die Benennung des Dividenden unverän-

dert lassen, die ersten Sechzigste! dieselbe um eine Stufe erhöhen,

die zweiten um zwei u. s. w. Es ist aber nicht beigefügt, welche

Namen die höheren Stufen über die Ganzen (Einheiten) hinaus führen,

und es wird als wohl statt der Erhöhung der Benennung die Multi-

plieation mit 60 eingetreten sein.

Das eigentliche Verfahren des Dividirens, wie es bei Nesselmanu

S. 142—144 dargestellt ist, kommt unserer Art zu rechnen etwas nä-

her, als das, was oben 113 angegeben wurde; es wird nämlich durch

Versuche mit Multiplieation das grösste Produkt des Divisors ermit-

telt, welches man vom Dividenden abziehen kann , man fragt also

noch nicht, wie wir jetzt, wie oft mal ist die eine Zahl in der anderen

enthalten, sondern man fragt, mit welcher Zahl darf ich den Divisor

höchstens multipliciren, ohne ein Produkt zu erhalten, das grösser ist

als der Dividend. Hat man diese Zahl ermittelt, so wird mit dersel-

ben der Divisor multiplicirt, das Product vom Dividenden weggenom-

men und der Rest auf die nächst niedere Klasse gebracht, bei welcher

eine weitere Division noch möglich ist; z. B.

:

15153 20' 15" sollen mit 25^' 12' 10" getheilt werden.

Den Divisor kann man höchstens 60 mal abziehen 60 . 25*^ =r

15000, 15150 — 1500'-' = 15« = 900', 900' + 20' = 920', 60 . 12' =
720', 920' — 720' r= 200', 60 . 10" =: 10', 200' 15" — 10' = 190' 15".

Von diesem Rest kann man den Divisor nur 7 mal abziehen. 7' . 25"

=: 175', 190' — 175' =: 15', 15' . 60 = 900", 900" 4- 15" — 915",

7'
. 12' — 84", 915" — 84" = 831", 7'

. 10" = 70"' = 1" 10'",

831" — 1" 10'" = 829" 50'". Von diesem Rest kann man den Di-

visor nahe zu 33 mal abziehen.

33" . 250 — 825", 829" 50'" — 825" = 4" 50'" =: 290"'
.

33" . 12' =2 396"', also zu gross ; aber es wird die Division hier abge-

brochen, weil eine Annäherung so ziemlich erreicht ist. Das Ergel)-

niss ist daher 60" 7' 33".
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Ganz der hier vorliegenden Art des Dividirens entspricht jene,

die sich bei Nikoraachos findet, I, 13, 11 — 13 S. 34 — 36 ed. Hoche.

Um zu erkennen, ob 2 Zahlen ein gemeinschaftliches Mass haben oder

nicht, heisst es dort: XQV ^vtigvyxqIveiv toiig noots&tpxaq ägti^fiovg

xal töv iXdxTOva anö zov fiel^ovog äel atfaigsTy, ocrdxig dvya-
toy X. T. l. und demgemäss ist das Verfahren bei 23 und 45 folgen-

des : 45 — 23 =r 22, 23 — 22 = 1, endlich 1 von 22 so oft als mög-

lich weggenommen, bleibt zuletzt 1. Bei 21 und 49 wird gerechnet:

49 — 21 = 28, 28 — 21 = 7, 21 — 7 =r 14, 14 — 7 =: 7, worauf

es in bemerkenswerther Weise heisst: ißdo[iäda Se dnb eßdofiädog ov

d^vvatov tc(faiQ6^ijpai. Die Regel verlangt nämlich einen Rest,

und 7 von 7 wegzunehmen, dass ein Rest bleibt, ist allerdings nicht

möglich.

Es fehlt also der Division eine feste Methode, was sich auch da-

durch kund giebt, dass Theon für dieselbe kein Schema aufstellt.

S. Nesselmann S. 143.

120) In ähnlicher Weise verhält es sich mit dem Ausziehen
der Quadratwurzel. Auch hier fehlt ein Schema der Rechnung,

aber es wird eine geometrische Figur beigezogen und dadurch eine

bestimmte Methode des Wurzelausziehens erlaugt, welche so lautet:

Wenn wir die Quadratseite irgend einer Zahl suchen, so nehmen wir

zuerst die Seite der nächsten (kleineren) Quadratzahl, dann verdoppeln

wir diese und theilen damit den Rest {negl xov yspö^svov aqi&ijböv

(i€QiX,ovt€q tov XoiTiov dgid^fiöv) , nachdem wir denselben in erste

Sechzigstel aufgelöst haben. Vom Rest (es scheint and tov lolnov

xov ix xrjg X. X. X. zn lesen) nehmen wir das Quadrat des Ergebnisses

der Theilung (Quotient) weg. Nachdem wir den Rest in zweite Sech-

zigstel aufgelöst haben *), theilen wir ihn mit dem Doppelten der

Ganzen (fAüigai) und der Sechzigstel und erhalten dadurch sehr naht;

die gesuchte Zahl der Seite der Quadratfläche. Vgl. Nesselmann

S. 146.

Darnach gestalten sich die Rechnungen für \/45ÜO^ und \^2/u 28'

:= 'V25g in folgender Weise:

Das nächst kleinere Quadrat zu 4500// ist 4489/< und dessen Seite

— 67^. 4500,» - 4489// = 11// r- 6G0' , 2 . 67// = 134,«.

Die Theilung von 660' durch lo4,</ giebt 4' und es bleiben, da

*) Theon übersieht hier, dass schon vorher die 2. Sechzigstel mussten her-

gestellt sein, lim das Quadrat der 1. abziehen zu können. Delauibre und Hoff-

manii setzten desshalb im Vorhergehenden Secundi.'u an die Stelle der 1. Sech-

zigstel.
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4 . 134' = 536', noch 124'. 124' = 7440", 4' im Quadrat = 16",

7440" — 16" — 7424", 2 . 67^ 4' = 134/. 8'.

Die Theilung von 7424" durch 134^ 8' giebt 55" und es bleiben,

da 55" . 134.« 8' = 7377" 20'", noch 46" 40'", welche (nach

Theonj nahe zu gleich 55" im Quadrat sind, so dass

V45ÖÖi7 r= 67^ 4' 55".

Ferner: Das nächst kleinere Quadrat zu 2^ 28' ist 1/i und des-

sen Seite = Ifi . 2fx 28' — 1// = 1_„ 28' = 88' . 2 . 1,« = 2^..

Die Theilung von 88' durch 2[x giebt 34' *) , und es bleiben, da

2 . 34' == 68', noch 20'. 20' = 1200", 34' im Quadrat == 1156".

1200" — 1156" = 44" . 2. 1„ 34' = 3,u 8'.j

Die Theilung von 44" durch 3^ 8' giebt annähernd 15"; also

ist \/2n 28' — 1^ 34' 15".

121) Ein Beispiel für ein Ausziehen einer Cubikwnrzel habe ich

bisher nicht finden können, und es ist mir das Wahrscheinlichste, dass

mit dem Ausziehen der Quadratwurzel unter Anwendung der Sexage-

simaltheile das operirende Rechnen bei den Griechen sich abschloss,

bis durch das Eindringen der indischen Numeration und der indischen

Methoden neues Leben auch hierin erwachte. Bei Planudes finden

sich nach den Angaben über die indische Numeration ( S. 1 — 3 der

Ausgabe von Gerhardt)äals Operationen 1) (Tvv\d^€Gi,(; (S. 3—5) nach

unserer jetzigen Weise, nur dass die Summe oberhalb der Summan-
den angeschrieben steht, 2) a^aCQSffig oder exßoXrj (S. 5— 9) er-

stens nach jetziger Weise, nur dass der Rest über dem Minuenden, die

entlehnten Einheiten unter dem Subtrahenden stehen, zweitens in der

Weise, dass man die durch Entlehnen um 1 verminderten Zahlen des

Minuenden über diesen schreibt und über diese erst den Rest, 3) noX-
XaTtXaffiafffiög (S. 9— 16) zunächst so, dass||^die für jede Stelle des

ganzen Produktes in Rechnung zu bringenden Theilprodukte alle aus-

wendig gebildet werden und von [ihrer Summe der Einer an seine

Stelle im Gesammtprodukt oberhalb der Faktoren angeschrieben

wird, dann auf eine zweite am bequemsten in Sand auszuführende

Art, bei welcher die Theilprodukte angeschrieben, die Zahlen aber, zu

welchen andere zu addiren sind, wieder getilgt und die Ziffern der

Summen dafür gesetzt werden. 4) fiegiffiAÖg (S. 16—23). Hiebei wer-

den zuerst 3 Fälle unterschieden, nämlich Theilung von Kleinerem durch

•) Die UnZuverlässigkeit solcher Divisionen tritt hier deutlich zu Tage;

nur durch Versuche konnte man von dem zunächst sich ergebenden Quotienten

44 auf 34 kommen.
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Grösseres, was zu den Brüchen (fiogia) führt, von Gleichem durch

Gleiches, was die Einheit ergiebt, endlich von Grösserem durch Klei-

neres. Von letzterem Falle werden Beispiele gegeben, in denen der

Divisor ein Einer, ein Zehner ohne Einer und ein Zehner mit Einer

ist. Der Quotient wird zwischen den Divisor und Dividenden unter-

halb des letzteren geschrieben, die Reste während der Division über

den Dividenden, der letzte Rest aber neben hinaus.

122) Hierauf wird S. 23—24 angegeben, dass die Bahn der Sonne

in 12 1^o')öia, jedes von diesen in 30 [jioiQat, jede ^oTqa in 60 XsTttd

(sc. TtQMta) und jedes Xsntöv in 60 devtsga (sc. Xemä) getheilt wird.

Für diese Benennungen wird nun wieder angegeben: 1) avvd-sffK;

(S. 24) wie noch jetzt^ nur die Summe oben und die hinüberzuzäh-

lenden Zahlen unten. 2) ixßoXrj (S. 24 — 26) mit dem Rest oben.

3) 7toX?.cc7tXacria(Tfj6g (S. 26—27). Es werden die Theilprodukte, welche

^oTqai, XsTitd, dsvtSQCc geben, einzeln gebildet und die Summe jeder

derselben für sich hergestellt; hierauf werden die dsvrsQa auf Xsntd^

dann diese auf [loigai, endlich diese auf t,cödia gebracht, so weit es

angeht und zuletzt das ganze Produkt über den Faktoren angeschrie-

ben. Wieviele von den einzelnen bei der Rechnung sich ergebenden

Zahlen sonst noch angeschrieben wurden, ist nicht gesagt. 4) [iSQia-

(xög (S. 27—29). Die vorliegenden Benennungen werden auf öevtega

gebracht, hierauf wird getheilt, der Rest mit 60 multiplicirt und wie-

der getheilt, der neue Rest wieder mit 60 multiplicirt und dann ge-

theilt, und so wird fortgefahren, so lange man will. Also ein ein-

facheres Verfahren als es oben 119 von Theon angegeben wurde.

123) Von S. 29—45 wird gehandelt 71€qI ergeffscag tstQccYoovix^c

nXsvgäg rtavtdg agcS^fiov. Als näherungsweise Bestimmung der

Wurzel wird ein Verfahren angegeben, das kurz sich ausdrücken lässt

ß
durch \/(a~ + ß) = « + 9^. Es wird aber dies als wenig genaue

Bestimmung der Wurzeln von Zahlen von 1—99 bezeichnet. Für 3 und

4 zifferige Zahlen, wird zunächst das nächst kleinere Quadrat zur Zahl

der Hunderter von dieser weggenommen, von diesem die Wurzel be-

stimmt, dieselbe mit 2 multiplicirt und damit der Rest dividirt und

weiter verfahren, wie es noch jetzt geschieht. Dabei wird die Wurzel

unter den Radicanden, die verdoppelte Wurzel unter die einfache, die

Reste während der Operation über den Radicanden, der letzte Rest

aber besonders an die Seite geschrieben und durch das Doppelte der

gefundenen Wurzel getheilt z. B. \/235 =: 15^.

Aehnlich wird bei mehrzifferigeu Zahlen verfahren. Das Auf-

finden von Wurzeln mit 4 Stellen und darüber nennt Planudes
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S. 33 seine eigene Erfindung, zeigt sich aber damit nicht sehr

sicher, sondern greift zu Willkürlichkeiten, durch welche er auf die

schon vorher ihm bekannte Wurzel gelangt. Nachdem er S. 36— 37

arithmetisch und geometrisch dargethan, dass die bis jetzt erwähnte

Methode nicht genau ist, giebt er S. 37 wieder eine eigene Erfin-

dung, nämlich die, dass man den Radicanden in devr^Qa verwandelt,

und daraus die Wurzel auszieht. Nachdem er aber auf diesem Wege

\/6 =: 2 iiotQdt, und 26 Xemä gefunden hat, nimmt er wie Theon

seine Zuflucht zur geometrischen Figur und rechnet mit Hülfe

von dieser noch weiter 58 devtaqu und 9 xQira aus. S. 45 endlich

findet sich itiga [xe&odog iiiy^a ovca trjg rs ^IpdixTJg xai tOv

Qidivog xai tijg fifiezegag^ weil letztere d. h. die eigene Erfindung

des Planudes unbequem wird für grosse Zahlen. Planudes nimmt für

dieses gemischte Verfahren das Beispiel des Theon (s. oben 120 \/4500)

und desshalb sei dasselbe hier noch mitgetheilt: Die Wurzel des

nächst kleineren Quadrates zu 4500 ist 67, und als Rest bleibt 11.

11 . 60 = 660 yte/rr«, 2 . 67 = 134, 134 in 660 giebt 4, 4 . 134 =r

536, Rest 124, 124 . 60 = 7440 öevtega, 4 Xentä im Quadrat = 16

d£vt€Qa, 7440 — 16 rr 7424. Soweit stimmt die Rechnung zu der

des Theon; hierauf aber wird das Doppelte der bisherigen Wurzel

in Xentcc verwandelt. 134 . 60 r= 8040, 2 . 4 =r 8, 8040 + 8 = 8048.

Die 7424 öevrega werden in tglza verwandelt. 7424 . 60 =: 445440 .

445440 tgltcc getheilt durch 8048 Xsmä giebt nahe zu 55 SsvTsga.

Da letztere Reducirungen offenbar die eigene Leistung des Planudes
sind, so bleibt für die Inder nur die Auffindung der Ganzen aus 4500

und es ist damit ein Beleg gegeben, dass die Anwendung der Methode

bei den Sexagesimaltheilen auf im Decimalsystem gegebene Ganze

von den Griechen nicht gemacht wurde, sondern ein Verdienst der

Inder ist. Dass diese Methode der Inder schon vor dem 13. Jahrh.

bei den Griechen bekannt wurde, vermag ich nicht zu glauben. Sie

tritt bei Planudes noch so unsicher auf, dass sie noch nicht lange kann

bekannt gewesen sein, und es ist daher viel wahrscheinlicher, dass die

Griechen auch im 13. Jahrhundert dieselbe noch nicht kannten. Doch

sind bisher zu wenig Schriften aus jener Zeit bekannt geworden, um
eine bestimmte Behauptung aussprechen zu können.

2) Das elementare Rechnen bei den Römern.

124) Um beurtheilen zu können, welcher Art das elementare

Rechnen bei den Römern war, wird es am bessten sein zunächst sich

klar zu machen, wie mit dem Abacus mit Einschnitten und Knöpfchen



88

operirt werden konnte und dann den Inhalt des Rechenbuches des

Victorius zu betrachten.

Der Kürze wegen gebe ich das Bild des Abacus, welches in Z. IX

auf Tafel V in der Grösse des Originals genau abgebildet ist, nur

durch Striche, die Knöpfchen nur durch kleine Kreise und die Bei-

schriften in den einfachsten Zeichen wieder, ferner nur das 1. Mal

das vollständige Bild, im weiteren nur die Linien, welche zur Rechnung

nöthig sind. Vgl. oben 32.

125) N. 21 auf der Tafel zeigt in Fig. 1 die Stellung der Knöpf-

chen vor der Operation. Fig. 2 zeigt die Darstellung der Zahl 852^ j",

oder DCCCLIl :: C-

Man sieht sofort den Uebelstand, dass ausser den Knöpfchen,

welche zur Rechnung benützt sind, auch die sichtbar sind, welche

nicht nöthig sind ; es musste sich also das Auge gewöhnen die gelten-

den Knöpfchen von den nicht geltenden zu unterscheiden und die

Stellung derselben genau anzusehen. Dabei ist es hinderlich, wenn

die nicht geltenden Knöpfchen der oberen kleineren Einschnitte vor

den geltenden liegen blieben ; vielleicht hat man also die oberen Knöpf-

chen vor der Operation ganz nach oben gerückt und zur Operation

dann herunter in die Nähe von denen, welche von unten nach oben

zu rücken waren. Es ist aber hierüber nichts überliefert. Der er-

wähnte Uebelstand war übrigens bei dem abacus mit den freibe-

weglichen calculi nicht vorhanden. Bei diesem legte man nur die

Steinchen auf, welche man nöthig hatte. Da jedoch von dieser Art des

abacus kein deutliches Bild erhalten ist, so soll bei den Darstellungen

zu dem Folgenden der Abacus mit verschiebbaren Knöpfen zu Grunde

gelegt werden.

Hatte man nun z. B. 378'» i ^^^ oder CCCLXXVni :. £' o zu

addiren, so konnte man die durch die einzelnen Zahlzeichen ausge-

drückten Zahlen in jeder beliebigen Aufeinanderfolge zu den vorhan-

denen hinzufügen, und wenn man auch, um keines zu übergehen, von

den grössten Zahlen zu den kleinsten oder umgekehrt dabei fort-

schritt, so wird man doch bequeme Vereinfachungen, die sich ge-

legentlich darboten, auch ausser der Reihe benützt haben. Es ist

leicht sich das Bild des Abacus zu zeichnen nach den einzelnen Addi-

tionen; Figur 3 stellt daher nur die Summe 1230| ,»g oder

TCCXXXS :. dar.

Hatte man aber dieselbe Zahl zu subtrahiren, so konnte man
ebenso die einzelnen Zahlen, wie die Zeichen sie darstellten, wegnehmen,

und man wird zugestehen müssen, dass nicht allein die Zeichen für
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waren. : • von : : lässt sich bequemer wegnehmen als \ von ^ und

ebenso £ ' bequemer von : : £ als i
von ^ + ^\. Auch hier ist die

Zeichnung der einzelnen Reste ganz leicht und Fig. 4 zeigt also nur

den letzten Rest nach Vollendung der Subtraktion, nämlich 473 j^

,', A oder CCCC LXXIII S : :• C »•

126) Bei der Multiplication konnte man von dem Multipli-

canden so oft mal z. B. das 1000 fache, 100 fache, 10 fache, 1 fache und

ebenso einen Bruchtheil desselben auf dem Abacus nach und nach

Summiren, als es der Multiplicator verlangte, oder man konnte, wie es

oben 110 und 111 geschah, jeden Theil des Multiplicanden oder auch

eine bequeme Verbindung von 2 Theilen z. B. von Zehner und Einer

mit jedem Theil des Multiplicators multipliciren und diese Theilpro-

dukte nach und nach addiren, oder man konnte auch die Theile des

Multiplicators noch in bequemere zerlegen und z. B. statt mit 7 zu

multipliciren, zuerst das 3 fache nehmen, dann dieses verdoppeln und

endlich das 1 fache noch dazu fügen, u. ä. Das Wahrscheinlichste ist,

dass die Geübten für jeden Fall die bequemste Weise einschlugen.

Nimmt man eine Multiplication von Theil mit Theil an, so zeigte die

Abacustafel bei der Ausrechnung von 38 ^ ^\ . 25 i nach und nach

folgende Stellungen 30 . 20 = 600 (S. auf der Tafel N. 22, Fig. 1)

8 . 20 = 160, 760 (F. 2), ^ . 20 = 10, 770 (F. 3), ^\ . 20 = j^,

770U (F. 4); 30 . 5 = 150, 920 j^ (F. 5), 8 . 5 r= 40, 960 j» (F. 6),

i . 5 = 2i, 963^ (F. 7), ^\, . 5 - A ^'t, 963^ ^\ (Fig. 8), 30 . J =
10, 973 i ^, (F. 9), 8 . ^ r= 2,\, 976 ^ .'. (F. 10), i . ^ == i, 976

i ^\ (F. 11), ^V . ^ = V^, 976 i ^i ^i (F. 12).

127) Bei der Division konnten auf dem Abacus mit senk-
rechten Linien nur die Reste dargestellt werden, die sich ergeben,

wenn man den Divisor oder auch bequeme Vielfache desselben vom
Dividenden wegnimmt. Als Beispiele solcher Subtraktionen können

die Figuren 1—12 in N. 22 auf der Tafel dienen; wenn man von der

12. Figur beginnt und bis zur ersten zurückreqjinet.

Von 976 ^ ^', ^\ wird dabei der Reihe nach abgezogen Vti c?

2!, 10, i ^'^ 2^, 40, 150, l 10, 160. Mit Hülfe solcher Subtraktionen

konnte die Theilung von 976 ^ ^'j J^ durch 25 ^ etwa in folgender

Weise ausgeführt werden. Man rechnete aus dem Kopf 25^. 10=253^
aus und nahm dieses Produkt vom Dividenden weg; es blieben dann

723 ^', V^; davon konnte mau dasselbe Produkt nochmals wegnehmen

und erhielt 469 J ^^f »'2, ferner ein drittes Mal mit dem Rest 216 ^

^f ^\. Leicht sah man nun dass dieser Rest grösser als die Hälfte

von 253 i[ = 126 -j J = 5 . 25 ^; subtrahirte man diese Zahl, so
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blieb 89 '{ ^^ j'^; davon 25 J weg, bleibt 64;| j', Vj, nochmals weg,

bleibt 39 5^,, tV» ein drittes Mal weg, bleibt 13 § ^», ^\. Die Hälfte

von 25 ^ ist 12 ^ J ; dieselbe subtrahirt, bleibt 1 /i J^ dieser Rest

ist aber r^\ von 25 3, also lässt sich auch der 24. Theil des Divisors

noch wegnehmen. Im Ganzen wurde dieser also 10 + 10 + 10 + 5

+ 1 +1 + 1 mal weggenommen und seine Hälfte und sein 24. Theil;

also ergiebt die Division 38 ^ ^\. Wie oft mal man den Divisor

wegnahm, musste man entweder merken oder irgendwo mit Zahlzei-

chen notiren. Auf dem Abacus mit senkrechten Strichen war dazu

kein Platz. Wohl aber lässt sich der Quotient auf dem Abacus mit

wagrechten Linien notiren. Da jedoch nicht ganz bestimmt nach-

gewiesen werden kann , dass die alten Römer einen solchen Abacus

hatten, so soll von dieser Art der Division erst im nächsten Abschnitt

gehandelt werden.

128) Man sieht aus dem Vorstehenden leicht, dass sich auch

Multiplicationen und Divisionen mit grossen Zahlen und mit Brü-
chen ausführen Hessen und Quadrirungen als Multiplicationen einer

Zahl mit sich selbst, ferner die Bestimmung von Quadratwurzeln
durch Versuchen und Erproben durch Quadrirung. Immerhin sagt

aber Columella de re rust. üb. III S. 115 ed. Bipont. mit Recht

von den an jeuer Stelle nöthigen Rechnungen: ut diligeus ratioci-

nator calculo posito videt. Denn Sorgfalt war allerdings nöthig, um
bei dem damaligen Verfahren die Zinsen von 2900 Sesterzen auf 2

Jahre bei ^ as als Procent für 1 Monat T-täa- " ~ö ^^ . 2 | und von 32480

Sesterzen auf 1 Jahr bei gleichen Procenten I -rKrT • 9- • ^^^ zu be-

stimmen; für letztere Aufgabe wird als Lösung die abgerundete
Summe von 1950 sestertii nummi für 1948,8 angegeben.

Bei Plinius bist. nat. VI, 38 a. E. wird aus den Prämissen,

dass Europa (E.) etwas kleiner als 1^ Asien (As.) und = 2J Afrika

(Af.) sei, gefolgert, dass von der ganzen Erde (si misceantur omnes

summae) Europa etwas mehr als ^ und ^, Asien \ und jg (statt quar-

tam decimam im Text der Bipont. muss es sextam decimam heissen),

Afrika \ und ^^ sei. Diese Brüche konnten in folgender Weise ge-

funden werden: E =r 1^- As z= 2> Af. Die ganze Erde (T) = E +
As + Af. As = 2 E, Afr. = /s E also T = (1 + § + /,) E r=

117 83- Q + -,«,)E = |', E,alsoE = |^T = g3-3
=

gSig
+ ,'.'5 -c. i + |;
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A, = l . n T = n T = ^ =::?. + ::^ = c. \ + ,\; M.
104 __ 83 21

83.4 ~ 8o.4 332

3 n

Was hier in kurzer Weise in unserer jetzigen Art ausgedrückt ist,

wurde wie es scheint (sichere Anhaltspunkte fehlen) von den Alten

durch Schlüsse ermittelt und in Worten angeschrieben. Das Heben

der Brüche konnte in der Weise erfolgen, dass man z. B. bei ,V-st ^^^

§1 zuerst den 13. Theil bestimmte, und diesen mit 6 multiplicirte. Aber

auch wenn man annimmt, dass Zähler mit Zähler und Nenner mit

Nenner multiplicirt wurde auf Grund von Schlüssen, so waren doch

alle Rechnungen mit dem Abacus ganz gut ausführbar.

129) Dass aber umständliche Rechnungen mit Brüchen den Rö-

mern keine unbekannten Dinge waren, beweisen am bessten die An-

gaben über die moduli aquarum und die fistulae bei Frontinus de

aquae ductibus § 24—63. Bücheier, der in seiner Ausgabe des Fron-

tinus (Leipzig, Teubner 1858) die Zahlen, so weit es möglich ist, rich-

tig herstellte, hat dazu Rechnungen mit Logarithmen verwendet.

Da aber diese den Alten völlig unbekannt waren, so muss es eine

Möglichkeit geben, mit den im Alterthum bekannten Rechnungsopera-

tionen zu den Zahlen zu gelangen, welche die Rechnung und die

besste Handschrift als die richtigen erwiesen haben. Ich glaube diese

Möglichkeit im Folgenden zeigen zu können.

Der unciae modulus hat nach §. 26 einen Durchmesser von 1^

digitus, der quinarius modulus einen Durchmesser von 1^ digitus;

daraus wird gefolgert, dass der erstere modulus 1 + i + 2 8^ + I • !riB

cßiinaria enthält. Da beide Modulus von gleicher Höhe waren, so ver-

hielten sie sich wie ihre Grundflächen, und da diese Kreise waren,

wie die Quadrate der Durchmesser; man hatte also 1^ und 1\ jedes

mit sich selbst zu multipliciren und dann das erstere Produkt durch

das 2. zu dividiren :

11 11 1| I I 18
-iX • ^.T — ^J 3 u — ^
11 1l llll 25
^1 • ^1 ^1 1 T 6 T ff

•

Um eine Division mit ganzen Zahlen zu erhalten, brauchte man
nur durch Multiplication gleiche Nenner herzustellen, dadurch fand man

-Q- =^ TTT ' 1 f
^=

fil'
wodurch die Aufgabe zurückgeführt ist auf die

rri, -1 OK« A V, ooK 256 ^ 31 31 248
Theilunor von 256 durch 225. f^^ =: 1

225 ~"
225 ' 225 ~ 225.8

225+23 _ L , _23_ 23 __ _828_ _ 675 + 153

225.8 ~~ 8 225.8' 225.8 " 225.288 ~- ^257288

A .

153 _ 1
3 2 J^

288 ^ 225.288 " ^' 288 3 * 288*
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Also ist
225 ~ ^ "^ 8 "^ 288 "^ 3 ' 288'

Die Zahl 8 ergab sich dadurch, dass 8 . 31 das nächst grössere

Produkt aus 31 zu 225 ist; die Zahl 288 zog mau desshalb bei, weil

1 scripulum nr ^^g as.

lu demselben §. 26 heisst es, digitus quadratus in rotun-

dum redactus habet diaraetri digitum unum et digiti sescunciara

sextulam d. h. der Durchmesser eines Kreises, dessen Fläche gleich 1

digitus im Quadrat ist, enthält 1^ J^ digitus. Nach der Weise der

Alten erhielt man die Fläche eines Kreises, wenn man den Durchmes-

ser mit sich selbst und dann das Produkt mit [\ multiplicirte. Sollte

also aus dem Inhalt der Durchmesser bestimmt werden, so hatte man

vom Inhalt |} zu nehmen, das Produkt als Quadratzahl anzusehen

und die Seite dieses Quadrates zu bestimmen. In unserer Weise aus-

gedrückt war X = \/12 . If.

Um nun von }4 die Quadratseite annähernd zu finden scheint

man durch Mnltiplication den Zähler und Nenner einer Quadratzahl

möglichst nahe gebracht zu haben. Multiplicirt man zunächst mit 11,

154
so erhält man —^-^z, wo 154 den Quadratzahlen 144 und 169 doch zu

ferne liegt; multiplicirt man aber weiter mit der ersten Quadratzahl 4,

so erhält man ^^ und 616 liegt der Quadratzahl 625 nahe genug

,. ^ , . ., 616 , . , 25
^

25 1 3 _, 24
um die Quadratseite von ^^ gleich ^ zu setzen, hh = 99 99~S

=:: 1 ö" öo- Für letzteren Bruch, für welchen man kein Zeichen hatte,

scheint man den nächsten d. i. ^^'^ gesetzt und so die oben angegebe-

nen Zahlen gefunden zu haben.

In ähnlicher Weise lassen sich alle Zahlen finden, welche bei

Frontinus vorkommen, wobei aber zu beachten ist, dass die Rechnung

Frontin's nicht fehlerfrei gewesen zu sein scheint, wie Bücheier

zu §. 52 bemerkt hat. Aber auch willkürliche oder zufällige Weglas-

sungen scheinen vorgekommen zu sein. Ist nämlich in §. 50 der

Durchmesser r= 7p'^ ^^^ ^^g, dann ist der Perimeter =: (7^'^ j\ ^%r)

(3|). Diese Rechnung konnte man dadurch ausführen, dass man glei-

chen Nenner im Multiplicanden, den unächten Bruch bei dem Multi-

plicator herstellte, dann mit dem Zähler des Multiplicators multiplicirte,

vom Produkt aber den 7. Theil bildete, oder man nahm den Multipli-

canden zuerst 3 Mal und dann von jedem seiner Theile 1 Siebentel",
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3 . 7 :^^ 21, 3 . Y5 = ', , o . ., ^ ::::: ^, 6 . ., jy =: tjjy, ^ . 7 =3 1,

1 I 1 j 4 :« _ O. Jt .1 I I I 2 I _L 5 .

T • TT f • Ü88 ^BB ^ 5B8 7 1 T • T 1
—

' T • iTSS TS 8 i ^S8-T'

1 . 5^^ rr y55.^. Die erste Zusammenfassung giebt 22
\ ^ ^'g\

7s«\t Die Reduktion 22,*^ ^l^ ^s's.t- ^-^i® Handschrift giebt nur

22f\f und auch Bücheier hat eben diese Zahl. Es ist nun zwar die

Weglassung des Bruches ^^8 t ^' ^- nach alter Ausdrucksweise eines

Siebentels von 4 scripula, natürlich, aber die Weglassung der 2 scri-

pula auffallig, und vielleicht, eine willkürliche, indem der Rechner die

Bildung des Siebentels blos bis j\ ausführte, oder eine zufallige durch

Auslassung der Zeichen für 2 scripula durch den Copisten.

130) Das Vorgetragene wird hinreichend darthun, dass das Rech-

nen bei den Römern kein bequemes, für die Jugend leicht fassbares

war und in der Schule leicht so viele Zeit kostete, dass Horaz es als

den vorzüglichsten Gegenstand des Unterrichtes bezeichnen und bei

der fast ausschliesslichen Verwendung zu Geldrechnungen als einen

Krebsschaden in der Erziehung rügen konnte. Es war natürlich, dass

man sich bemühte Erleichterungen sich zu verschaffen. Diese bestan-

den hauptsächlich im festen Auswendigwissen der Resultate der

Additionen und Subtraktionen der unciae als Zwölfteln der Einheit (Ho-

raz ars poet. 327—330 Si de quincunce remota est uncia . . . Redit

uncia . . .) und der Produkte der Einer unter sich und der ein-

fachsten Brüche wie ^ if \ mit sich und den Zwölfteln (^Cic de nat.

deor. 2, 18, 49: Quae, si bis bina quot essent didicisset Epicurus, certe

non diceret) ferner aber in der Benützung von Tabellen solcher

Summen, Differenzen und Produkte. Von letzterer Art ist uns der

calculus des Victorius erhalten. Ich habe von diesem bereits in

Z. IX, S. 314 bis 320 gehandelt und habe auch jetzt noch die dort

ausgesprochenen Ansichten nur die Produkte aus den Minutien in sich

und die kleineren, die ich damals dem Victorius beilegte, scheinen mir

jetzt in eine spätere Zeit zu fallen, etwa in die des Abbo von Fleury.

(Vgl. oben 63 und 98). Im Folgenden werde ich daher nur ein Bild

des Inhaltes dieses Rechenbuches in unseren jetzigen Zeichen geben

und von einigen Tabellen eine Probe auf der Tafel, wie ähnliche Christ

in den Sitzungsberichten der Akademie zu München 1863 S. 100—152

gegeben hat. cS. den Anhang.)

131) Die erste Tabelle im Calculus des Victorius scheint folgende

gewesen zu sein. Von 98 Columnen gehörten je 2 zusammen, und

von diesen 2 enthält die Columne rechts alle Zahlen von lÖOO, 900,

800 .. . 100, 90, 80 ... 10, 9, 8 .,.. 1 4|, |^ . . . . A^ h tSi

7*1» s^si iTi TT» Tir ^^^ *^^^ Columne links die Produkte aus diesen
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Zahlen in 2, 3, 4 u. s. w. bis 50. AliS Beispiel will ich die Produkte

mit 43 darstellen, aber die von 43 in 1000 bis 1 als leicht zu bilden

weglassen. Die auf der Tafel Nr. 23, 1 gegebenen Produkte sind:

= 32/5^, 48 . ,\ =: \'^' rr: 28/5-; statt nun in dieser Weise fortzu-

fahren konnte man beachten, dass die Zahlen immer um }^ z=z 3^".,

kleiner werden und dadurch so fort als weitere Produkte erhalten:

25tV, 2lA, 17|^, 14t't, lOA, 7xV, S^V- Dazwischen erhielt man

43 . CA + !j',) = 3ä + ItV t. = 5A ^'1 und weiter 43 . ^\ =
19 I AR 1 1 'i I A^ I .101 I ^Q 1 7 1 ^Q 1

^^^ f5 2 1 T 1 l
•

* Die 2. Tabelle scheint die Zwölftel, Einer, Zehner und Hunderter

enthalten zu haben, die zu je zwei zusammen 1, 10, 100, 1000 geben

und zwar von ^, 5, 50, 500 anfangend, nämlich j\ -f ^ = 1, j\ +
+ -i-Sy = 1 u. s. w. bis 11 + T-V = 1, 5 + 5 = 10, 6 + 4 r= 10 u.

s. w. bis 9 + 1 = 10, 50 + 50 r= 100, 60 + 40 = 100 u. s. w. bis

90 + 10 = 100. Ebenso wahrscheinlich 500 + 500 = 1000 bis 900

+ 100 r= 1000. N. 23, 2 auf der Tafel zeigt die 1. Gruppe.

Die 3. Tabelle enthält nach Abbo die Subtraktionen der Hun-

derter von 1000, der Zehner von 100, der Einer von 10, der Zwölftel

von 1. Denn wenn Abbo auch sagt de millenis centenos, so darf

man dabei doch wohl nicht an die einzelneu Tausender denken, son-

dern das Distributivum scheint gebraucht, weil die Subtraktion jedesmal

von 1000 erfolgte. Darnach würde in dieser Weise diese Tabelle

etwa lauten: 900 von 1000 100, 800 von 1000 200 u. s. w., 90 von

100 10, 80 von 100 20 u. s. w., 9 von 10 1, 8 von 10 2 u. s. w., H
von 1 y'^^, 1^ von 1 u. s. w. bis ^2 von 1 {-|. N. 23, 3, zeigt hievon

die letzte Gruppe. , iv .

Die 4. Tabelle enthielt, wie es scheint, in ähnlicher Weise Ad-

ditionen, etwa 900 + 900 — 1800, 900 + 800 =: 1700 u. s. w.

800 + 800 =: 1600, 800 + 700 = 1500 u. s. w. bis 100 + 100 = 200.

Aehnlich für die Zehner, Einer und Zwölftel , und bei letzteren |^ -|-

I I 1 I I 1 J_ 1 19 ncTir iOliO 1 » I L 9 1 7

U. S. W. bis -TT + TT = TT-

132) Die 5. Tabelle enthielt nach Abbo die vocabula pouderum

d. h. die Minutien von der dimidia sextula bis zum as in einer Co-

lumne und daneben rechts in einer zweiten die Zahl der scripula, die

jedem Namen entspricht. Jm ßamberger Codex des Commentars des

Abbo findet sich foL 32^^ diese Tabelle mit dem Titel leptologia figura

und mit den Zeichen zwischen den Namen und den Zahlen.

Die G, Tabelle wird von Abl)o ziemlieh ausführlich beschrieben,
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uur giebt er nicht an, wie weit sie geführt wurde. Sie enthält in

einer Columne (prior numerus) die Ausdrücke für Ij, 1^, 1-J, 2, 2},

2^, 2] 3 u. s. w. wahrscheinlich bis 10, in einer 2, rechts daneben

(secundus trames) die Quadrate d.h. ihre Produkte in sich selbst;

denn nach Abbo fügte Victorius bei: Totus prior numerus et eins

quarta pars in secundo tramite invenitur d. h. (1',)^ = 1| +
J

. Ijrr

= 1} I 2', ;,V (t6 =^
i"V

=^
ü'i iV)- Ebenso heisst es weiter Secundo

totus prior numerus et duae quartae partes eins in secundo tramite

invenitur d.h. (Ij)^ = 1? + ? (l!) ^^^ Tertio totus prior numerus et

eins tres quartae in secundo tramite invenitur d.h. (rjj^rrrlj + ^ (l^).

Dies ist aber nur die Multiplication von Ij, 1^, 1^ zuerst mit 1

und dann mit 5, ^, ]. Dagegen wird von Abbo weiter erwähnt: Quo

modo superiora debeant multiplicari adiecit (Victorius): Quotquot ergo

asses quadrantes aut semisses aut dodrautes praecesseriut , eodem nu-

mero assium ipsi quadrantes aut semisses aut dodrantes gemiuantur.

Offenbar ist diese Stelle aus dem Zusammenhang gerissen. So lange

dieser nicht selbst vorliegt, bleibe ich bei der Erklärung, die ich in

Z. IX, S. 318 auf Grund einer ähnlichen Stelle im cod. mou. 14689

gegeben habe, dass nämlich mit diesen Worten gesagt ist, dass bei

der Quadrirung von Ganzen und Brüchen das Produkt aus den Gan-

zen und den Brüchen doppelt vorkommt. Ob man dabei mit 2 mul-

tiplicirte, oder das Produkt 2 mal als Summand in Rechnung brachte,

vermag ich nicht anzugeben. Ich möchte aber aus der Form 1\, J,

tVi ^'s» i^ d^r das Quadrat von IJ in der Tabelle angeschrieben war,

eher auf das letztere schliessen. Das Quadrat von 2
',

ist gleich in der

vereinfachten Form 5 5\ /^ angegeben, (2^)^ mitöj, (2])^ mit7^^'i ,^.

Es scheint also Victorius nur bei 1',, 1^, 1] die nicht reducirte Form,

welche das Verfahren sehen lässt, angewendet, im Folgenden aber nur

die Resultate und dazu Erläuterungen gegeben zu haben. N. 24, 1

auf der Tafel enthält die ersten 8 Zeilen dieser Tabelle, auf Grund des

Wortlautes der aus Victorius citirten Stellen etwas abweichend von

der Form, welche Christ in den oben 130 am Ende erwähnten Sitzungs-

berichten S. 113 mittheilte.

Die 7. Tabelle enthielt neben dem Wort oder deichen Voü äS

einen Bruchtheil und daneben die Zahl dieser - Bruchtheile , die 1 aä

ausmachen, wie es Nr. 24, 2 der Tafel zeigt.

Aehnlich enthielt die 8. Tabelle neben Ganzen mehrere ßrucll''

theile und daneben die Zahl derselben, welche soviel Ganze ausmachen«

Ich gebe davon in Nr. 24, 3 auf der Tafel nur die Beispiele, die Abbo
erwähnt, da er über die Ausdehnung der Tabelle nichts beifügt.

133) Man sieht also, daas der calculus des Victorius nichts an*
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deres als eine Sammlung von Summen, Ditferenzeu, Produkten und

ßeduktionszahlen war, wie sie die Rechnung mit den Zwölfteln oder

den unciae der Römer zu einer raschen und sicheren Ausrechnung ins-

besondere der Bruchtheile nöthig hatte. Am häufigsten kamen die

Brüche bei den Geldrechnungen zur Anwendung, wie am bessten

aus der Schrift des Volusius Maecianus zu entnehmen ist (vgl.

oben 54—56).

§. 44 derselben giebt an, dass als Silbermünzen gebraucht wur-

den deuarius, quinarius, sestertius, der Werth derselben aber durch

das Kupfer bestimmt wurde. Während nun ursprünglich der denarius

10, der quinarius 5, der sestertius 2J, asses enthielt, gingen zur Zeit des

Maecianus auf den denarius 16, auf den quinarius 8, auf den sestertius

4 asses. Rechnete man also nach Denaren, so hatte man 1 as =:

II

j\ =z ,-'y =z ^\ ,'g zu setzen, 2 as = j =r ^o (sescuncia), 3 as =: j\

' ' 4 as =:
1

, 5 as =r 4 as + 1 as =
,»4, 7 as =: 6 as + 1 as r= x\ i'si 8 as = :^, 9 as rr ^ y\ i'bi 10 as

r=
-rV y'„ 11 as = J ,'g, 12 as r= -j, 13 as =

{ ^\ ,'j, 14 as =: j» ^•„

15 as =: 1^ ,'g. Diese Brüche giebt Maecianus §. 48—62 an und da-

mit zugleich eine bequeme Hülfstabelle. Hatte mau nämlich die

Rechnung für as geführt, und sollte das Resultat in Denaren ausge-

drückt werden, so war dasselbe mit 16 zu theilen und, so oft mal 16

wegzunehmen war, so viele Denare hatte man.

Welcher Bruch dann alsaes excurrens dem Rest von 1 bis

15 as entsprechend noch anzufügen war, zeigten die vorstehenden Zah-

len, denen man, um anzudeuten, dass sie Bruch theile eines Denares

andeuteten, das Zeichen desselben (X) vorsetzte. Waren also 100 as in

Denaren . auszudrücken , so schrieb man an: VI X —— > ^^^ ^^ ^
schrieb man HI X ^

~— ^ )•

134) Rechnete man aber nach Sesterzen, so war das Resultat

nur mit 4 zu theilen, und für die Reste von 1 2 3 as hätte man }, |,

} schreiben können. Aber man that dieses nur bei 2 as, bei 1 as und

3 as wendete man dafür besondere Namen und theilweise auch be-

sondere Zeichen an (s. oben 56), nämlich libella (—) = iVi singula

[^2) = ^5, teruncius (T) =r ,i sestertius; es war also 1 as oder \

auszudrücken durch \^ = T^p ,^ (~ .2), 3 as oder | durch ]§ = rh üV

(S TI ^) ; denn S bezeichnet hiebei, als allgemeines Zeichen für i , die

Hälfte eines sestertius also 5 libellae.

Bei der Rechnung nach Sesterzen rechnete man aber nicht blos

mit ganzen as, sondern beachtete auch die lialbeu as noch, nicht

leicht, wie Maecianus im §. 67 bemerkt, noch kleinere Theile. Also
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waren auch Ausdrücke für .], l{, 2^, 3.] as nöthig und diese giebt auch

Maecianus §. 65—73, nämlich ^ as rrr J rr j% := y'p ^'^ (— T), 1{ as

= A tV ,'o (-- ^ T), 2i as = S - T, 3.' as = f^ ^V ,'o

(S _— 2 T).

Wie man dazu kam, besondere Zeichen und Namen zu verwen-

den, erklärt Maecianus §. 74—76.

Man hatte den denarius zu 10 asses oder librae, und wendete

davon die Hälfte (quinarius) und den vierten Theil (sestertius) an, eben-

so setzte man den sestertius := 10 libellae und nahm von diesen wie-

der die Hälfte (singula) und den vierten Theil (teruucius; \ as = 3

unciae). Mit so kleinen Bruchtheilen zu rechnen lohnte sich aber nur,

so lange der Werth eines as die ursprüngliche Grösse hatte. Als da-

her derselbe sank und 16 as auf einen denarius kamen, musste die

Rechnung nach Sesterzen zurücktreten und die nach Denaren die ge-

bräuchliche werden, bei welcher auch die Bruchtheile in der gewöhn-

lichen Weise ausgedrückt sind.

135) Die Theilungen, wie sie im Vorstehenden mit 16 und 4

auszuführen waren , mussten besonders Produkteutabellen er-

wünscht machen; denn man hatte ja nur in der Tafel die Columne

zu suchen , in welcher der Divisor der Multiplicator war , und dann

in der Reihe der Produkte die nächst kleinere Zahl zu dem gegebenen

Dividenden. Man fand dann daneben die Zahl, die wir die Ganzen

des Quotienten nennen, und die Differenz zwischen der in der Tafel

stehenden kleineren Zahl und dem Dividenden ergab den Rest.

War eine solche Einrichtung schon für ganze Zahlen erwünscht,

so war sie fast unerlässlich , wenn Brüche vorkamen und man in kur-

zer Zeit zu Ende kommen wollte.

Je häufiger Theilungen mit 16 wurden, um so eher musste man
suchen für ^V ^^d ^ wenigstens besondere Namen zu erhalten, und

es erklärt sich daraus vollständig, wie etwa um die Zeit des Alexander

Severus die Namen drachma und tremissis für ^ und -^^ uncia auf-

kamen (vgl. oben 57), nachdem schon früher ^ as mit sescuncia, i^as

mit semuncia sicilicus (s. oben 55) bezeichnet worden war. Dass

eigene Zeichen sich nicht nachweisen lassen, hat nichts auffälliges,

wenn man beachtet, dass man zwar septunx, bes, dodrans u. s. w.

sagte, aber doch in Zeichen ^ j'^, ^ ^^j, ^ j^ darstellte, also 2 Zeichen

combinirte. So drückte man auch ^^ durch ^^ tV ^-us, und so mochte

man auch ^\ durch tW ^As^ t?t durch ^J^ in Zeichen darstellen, also

ersteres durch xp
.ff , letzteres durch J^ S, oder auch durch i// 4f I, Jfr IS,

FrictUein, elemciit. Aiiihui. 7



indem man das Zeichen für seripulum so verwendete, wie wir S, Lth.,

fl., xr. Vgl. oben 51.

136) Hatte man aber aucb die Rechnung mit Zwölfteln und deren

Hälften, Dritteln, Vierteln u. d. ü. vorzugsweise angenommen, weil

sie eine Darstellung in Zeichen zuliess, so beschränkte man sich doch

nicht auf diese Brüche allein, sondern verstand auch mit allen übrigen

Brüchen zu rechnen, die man nur in Worten ausdrücken konnte. So

ergaben sich (oben 49) 7tel, 9tel, 18tel, SOtel, 80tel, in 50 j\ und tö von

^1^, in 58 TffVj? zh Man konnte ja durch einfache Schlüsse die

Rechnung immer auf ganze Zahlen zurückführen und hatte dann nur

im Resultat den Bruchtheil anzugeben, wozu das "Wort pars ebenso

verwendet wurde, wie unser Theil, das in tel sich abschwächte. Vgl.

129 und 49.

Endlich ist aber noch zu erwähnen, dass man besonders in der

theoretischen Musik die Brüche durch Verhältnisse und Propor-

tionen ersetzte und zwar nach griechischem Vorbild. Gellius

hatte noch hemiolios und epitritos zu sagen (57), Censorinus sagt

sesquialtera portio, supertertia (58), Martianus Capeila superdi-

midius, supertertius und für das Entgegengesetzte subdimidius, subter-

tius (61), aber für die Verhältnisse mit den Zahlen 1|, lij, ^, 4 ^- ^^

finden sich nur ungenügende Ausdrücke.

Boetius dagegen giebt in seiner inst, arithm. (I, 22 fi".) und

musica. (H, 4 — 11) eine für seine Zwecke vollständig ausreichende

wenn auch bei grösseren Zahlen schwerfällige Terminologie und Theorie.

Erstere lautet:

multiplex: duplus, triplus, quadruplus u. s. w.

(2:1) (3:1) (4:1)

submultiplex : subduplus, subtriplus, subquadruplus u. s. w.

(1:2) (1:3) (1:4)

superparticularis

:

sesqualter, sesquitertius, sesquiquartus u. s. w.

(3 : 2) (4 : 3) (5 : 4)

subsuperparticularis

:

subsesqualter, subsesquitertius, subsesquiquartus u. s. w.

(2:3) (3:4) (4:5)

superpartiens

:

superbipartiens oder superbitertius

(5:3)

supertripartiens oder supertriquartus u. s. w.

(7:4)
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multiplex superparticularis

:

duplex sesqualter, duplex sesquitertius u. s. w.

(5 : 2) (7 : 3)

triplex sesqualter, triplex sesquitertius u. s. w.

(7 : 2) (10 : 3)

U. 8. W.

multiplex superpartiens:

duplex superbipartiens, duplex supertripartiens u. s. w.

(8 : 3) (11 : 4)

triplex superbipartiens, triplex supertripartiens u. s. w.

(11 : 3) (15 : 4)

u. s. w.

Die entgegengesetzten Verhältnisse erhielten auch bei den letz-

ten 3 Arten nur die Vorsylbe sub', wie bei den beiden ersten, also

subsuperpartiens , submultiplex superparticularis, subduplex sesqualter

u. s. w.

3) Das elementare Bechueu bei den abeudläudischeu Christen Tom
7. bis 13. Jahrhundert.

137) Hier ist zunächst das Verfahren zu besprechen, welches bei

dem Abacus mit wagrechten Linien und mit Rechenstein-
chen (vgl. oben 73 und 74) einzuhalten war. Das Ad dir en bestand

dabei in einem einfachen Hinlegen der Rechensteine auf die zugehöri-

gen Linien, und die Ersetzung von je 5 derselben auf einer Linie

durch 1 Stein im Zwischenraum gegen die nächst höhere Linie und

von je zweien in einem Zwischenraum durch 1 Stein auf der nächst

höheren Linie. Umgekehrt bestand das Subtrahiren in einem Weg-
nehmen der Steine. Waren auf einer Linie nicht so viel vorhanden

als man wegnehmen sollte, so nahm man den Stein aus dem nächst

höheren Zwischenraum und rechnete ihn für 5 Steine der Linie, von

der man Steine wegzunehmen hatte. War ein solcher nicht vorhan-

den, so nahm man den nächst vorhandenen Stein und löste ihn in die

niederen Einheiten auf, nahm von diesen dann einen Stein weg und

löste ihn abermals auf u. s. w., bis man zu den Einheiten kam, welche

abzuziehen waren. Da das Verfahren bei den Beispielen über die

Multiplication und Division vorkommt, so gebe ich davon kein beson-

deres Beispiel. Dagegen will ich aus dem in 71 erwähnten algorith-

mus linealis das Beispiel einer Addition mehrfach benannter Zahlen

mittheilen, weil es einen Vortheil des Abacus mit wagrechten Linien

vor dem mit senkrechten Linien deutlich macht. N. 25, 1 auf der
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Tafel zeigt die ohne Reduciruiig neben einander gelegten Steine für

fol'J'ende Summanden, die ich in röm. Ziffern und untereinander an-

schreibe, weil die Uebereinstimmung mit dem Abacus viel mehr da-

durch hervortritt.

M D XXX IUI floreni XV grossi Villi denarii

» I obolusCCC L
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Multiplicator angiebt. Für jeden nummus im darauf folj^jenden Zwi-

schenraum wird die Hälfte des Multiplicators eingelegt.

Nr. 26, 1— 13 zeigt die verschiedenen Phasen der Rechnung für

den Multiplicanden 2468 und den Multiplicator 14. 26, 14 zeigt

das Produkt von 11 . 12^, wovon Noviomagus bemerkt: Id quod

descriptis notis fieri non potest. Diese Unmöglichkeit bezieht sich

wohl darauf, dass der Bruch ^ durch ein Steiuchen ebenso gut unter-

halb der Linie der Zehner als unter der der Einer darstellbar war,

während die notae anders für 5, anders für ^ waren, oder auch darauf,

dass der ganze Multiplicator, Ganze und Bruch, sofort eingelegt wer-

den konnte, während man ausserdem zuerst die Ganzen in Rechnung

brachte, dann den Bruch. — 26, 15 endlich zeigt das noch nicht redu-

cirte Produkt von 22^ . 16|, welches mit Steinchen sehr einfach her-

stellbar ist und wobei das besonders beachtenswerth erscheint, dass

der Bruch \ in Ziffern von Noviomagus angeschrieben wurde. Ob
man daraus schliessen darf, dass man früher die römischen Bruchzei-

chen ähnlich anwendete, muss ich unentschieden lassen.

139) Bei der Division wird das umgekehrte Verfahren an-

gewendet von der rechten Seite zur linken herüber. Der Finger kommt
an die Linie, für welche als Einer sich der Divisor zuerst wegnehmen

lässt. Kann man nur den halben Divisor wegnehmen, so kommt das

Steinchen in den nächsten Zwischenraum. Nr, 27, 1—6 auf der Tafel

zeigt die Phasen des Verfahrens für 684 durch 38. Der Dividend ist

rechts eingelegt, der Divisor wurde an der Seite angeschrieben, oder

im Kopfe gemerkt, ebenso seine Hälfte. Nr. 28, 7 — 11 enthält die

Phasen für 280 durch 2^, wobei sich das Hinwegnehmen von 2| sehr

bequem ausführen lässt. Nr. 27, 12—15 endlich zeigt das Verfahren

bei 3330 durch 12, wobei sich bequem der vierte Theil des Divisors

wegnehmen lässt. Da man aber nicht mit 3 sondern mit 12 zu theilen

hat, so muss man 1000 umwandeln in ^ . 100 . 12 oder in 2^ .

100 . 12 d. h. so oft mal sich der vierte Theil des Divisors wegnehmen lässt,

so oft mal muss man im Resultat an den gehörigen Stellen 2^^ einlegen.

Man sieht, auch dieses Verfahren hatte seine Kunstgriffe, mit

denen man unter Umständen schneller zum Ziel gelangte, als bei dem
jetzigen Verfahren, wenn man nicht auch bei diesem ähnliche Hülfe

gebraucht.

140) Da bei dem Wurzelausziehen ähnlich, wie bei der

Division die Produkte, die Quadrate oder Kubus der Wurzeln im Gan-

zen oder in einzelnen Theilen wegzunehmen sind, so konnte auch dieses

auf dem Abacus mit Linien und Steinchen ausgeführt werden und in
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dem erwähnten (71) algoritlimus linealis finden sich nach dem Ab-

schnitt de divisione noch die weiteren de progressione, de radicum

extractioue, de radicum extractione in cubicis. Näher darauf einzu-

gehen halte ich nicht für nöthig, da das Verfahren dem nachgebildet

ist, welches bei den Ziffern statt hat.

Dagegen ist hier noch zu erwähnen, dass der häufige Gebrauch

der Hälften des Multiplicators und des Divisors, insbesondere bei

dem Wurzelausziehen als eine besondere Species des Rechnens die

mediatio und ihr entsprechend die duplatio herbeiführte. Erstere

wurde auf 2 Arten ausgeführt 1) indem man von den auf der Tafel

liegenden Steinchen je die Hälfte wegnahm und dabei die in den Zwi-

schenräumen liegenden auflöste, ein auf einer Linie übrig bleibendes

Steinchen aber in den nächsten Zwischenraum herabrückte, 2) indem

man die Steinchen auf der Tafel in 2 Theile von gleicher Anzahl

schied. Die Verdopplung bestand im blossen Hinzulegen eben so vie-

ler Steinchen als schon vorhanden waren, entweder in demselben Felde

oder in 2 Feldern nebeneinander.

141) Das zweite Rechnungsverfahren, das jetzt zu betrachten ist,

ist das Rechnen auf dem Abacus mit Columnen (vgl. oben 75

— 81). Von diesem ist zunächst hervorzuheben, dass es sich auf die

Multiplication und Division beschränkte. Zwar findet sich bei

Bernelinus (Olleris S. 384 — 386) eine kurze regula de aequandis

numeris, und dann 2 Beispiele von Subtraktionen, aber es wird dies

nur im engsten Anschluss an die Division gezeigt.

C X I C X I Es sind 3 Abtheilungen (tramites) herge-

stellt, in der obersten steht der Divisor, in

der mittleren der Dividend, in der untersten

die Differenzen der Stellen des Divisors und

zwar bei der der Einer zu 10, bei den fol-

genden zu 9, bei der letzten die um 1 ver-

ringerte Difi'erenz der letzten Ziffer des Di-

visors von der des Dividenden also (9 — 5)

— 1 =: 3. Die Differenzen werden der Reihe nach zu den Ziffern

des Dividenden gezählt und nur die letzte von diesem weggelassen.

Dadurch erhält man den Unterschied zwischen Divisor und Dividend;

mit anderen Worten: es wird subtrahirt durch Addition der dekadi-

schen Ergänzung.

Ebenso ist bei d o von der a d u n a t i o characterum nur im An-

schluss an die Multiplication mehrzifferiger Zahlen die Rede und die

ganze Regel über die Subtraktion lautet als gelegentliche Bemerkung

5
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za einer Division: [si] digitus de digito [abstrahitur], in eodem [arcu]

remanet [diflferentia] ; si vero digitus de articulo abstrahitur in secundo

retro ponitur.

142) Wie es kam, dass gerade die Multiplication und Divi-

sion behandelt wurde, ergiebt sich daraus, dass beide Operationen auf

dem Abacus mit senkrechten wie mit wagrechten Linien umständlich

waren und Uebersehen dabei sehr leicht vorkommen konnten. Jede

folgende Operation verwischte dabei die vorhergehende und ob fehler-

los gerechnet war, musste man durch Erprobung des Resultates finden.

Als daher das Verfahren der Inder bei dem elementaren Rechnen

bei den Arabern im 9. Jahrhundert bekannt wurde, bei welchem das

Multipliciren wie Dividiren viel einfacher und sicherer geübt wurde,

musste dieser Vorzug einer der gerühmtesten sein und es hat sehr

viel Wahrscheinlichkeit für sich , dass die Kunde davon aus Nord-
afrika nach Spanien drang und das Verfahren dort von den latei-

nisch gebildeten Gelehrten in unvollkommener Weise erfahren oder

aufgefasst wurde. Ich habe in Z, IX, S. 297 - 330 und X, S. 241 —
282 ausführlich dargethan, dass vor dem 10. höchstens noch vor dem

Ende des 9. Jahrhunderts (Z. X. S. 253) von dem Rechnen mit Co-

lumnen keine Spur zu finden ist, dass Gerbert's Schrift de numero-

rum divisione das älteste uns erhaltene Document über dieses Rechnen

ist (Z, X, S. 277) und dieser fasslich gestaltete, wozu er den Keim in

der Schrift des Spaniers Joseph vorfand (Z, X, S. 279). Ebendort

habe ich auch ausführlich dargelegt, wie sich das Rechnen mit Co-

lumnen entwickelte und dabei , wie ich glaube , hinreichend gezeigt,

dass, was die ars geometrica, die man dem Boetius zuschrieb, von dem

Rechnen mit Coluranen enthält, wohl in das 10. aber nicht in das 6. Jahr-

hundert passt. Ich stelle daher hier nur die Resultate in Uebersicht

zusammen.

143) Für die Multiplication giebt Gerbert's Schrift nichts

weiter als die Bestimmung der Potenzen von 10, die den Zifi'ern des

Produktes entsprechen, welches man aus Faktoren enthält, die

selbst nur Produkte aus einem Einer und einer Potenz von 10 sind;

z. B. Wenn man einen Hunderter mit einem Zehntausender
multiplicirt hat, so wird man jeder Fingerzahl (digito) [die Benen-

nung] Tausendtausender geben und jeder Gliedzahl (articulus) [die Be-

nennung] Zehnmaltausendtausender. Es geschieht also im Grunde das-

selbe, was Apollonius that (vgl. oben 112), aber es kommt dabei

nicht zu Regeln, wie sie bei eben diesem sich finden (vgl. oben 114),

sondern das Produkt aus den Potenzen von 10 wird sofort genannt.

In der von Olleris S. 311 — 326 mitgetheilten Schrift, höchst wahr-
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scheiulich im Wesentlichen der ersten Arbeit Gerberts über das Rech-

nen auf dem Abacns, steht zwar S. 324 die allgemeine Regel: ut . . .

multiplicatores toto a se ordine longe constituant digitos, quoto fuerint

multiplicandi ipsi post primam unitatem collocati, articulos vere semper

uno tantum gradu ante digitos mittant, aber gleichsam nur zur An-
deutung, wie man die vorhergehenden Angaben über die Produkte

von Potenzen aus 10 fortsetzen kann, nicht als Regel, welche das

Vorhergehende überflüssig macht. Von dem Produkt der beiden Einer

werden die Einer und Zehner durch die besonderen Namen digiti

und articuli bezeichnet und es musste eine solche Unterschei-
dung eintreten, sobald man anfing für beide Zahlen dieselben Zahl-

zeichen zu verwenden, worin eben die Vereinfachung der Rechnung

durch das neue Verfahren bestand. Dass man diese Namen der Fin-

gerrechnung entnahm, erklärt sich daraus, dass man die Produkte

aus den beiden Einern zwar zunächst wohl im Kopfe bildete, aber zur

Unterstützung des Gedächtnisses und zur Veranschaulichung sie auch

mit den Fingern bildete. Nun wurden die ganzen Zahlen von 1 bis 9

durch die letzten 3 Finger der linken Hand dargestellt (vgl. oben 5),

die Zehner aber von 10 bis 90 durch die Glieder des Daumens und

Zeigefingers derselben Hand (vgl. oben 6) und so erhielten die Einer

den Namen digiti, die Zehner den Namen articuli.

Lernen wir aber so aus Gerberts Regeln die Art seines Rechnens

nicht kennen, sondern kommen höchstens auf Vermuthungen , wie es

geschehen konnte, so entnimmt man daraus doch das mit ziemlicher

Sicherheit, dass in Gerberts Zeit das Rechnen mit Columnen erst an-

fing praktisch geübt zu werden und desshalb die schriftliche Darstel-

lung stückweise nur gelang.

144) Bernelinus giebt das Einmaleins in folgender Form:

semel I I, bis II IUI u. s. w. mit bis, ter III Villi u. s. w. mit ter,

u. s. w. bis novies Villi LXXXI; woraus man sieht, dass die Gobar-

zifiern nur in den Columnen dienten, zum Anschreiben aber die röm.

Ziffern benützt werden mussten, da ia die Keuntniss der

Null noch fehlte. Es beschreibt aber Bernelinus bereits

auch die Multiplication selbst, wenigstens so weit, dass

man sieht, es wurde zuerst mit dem Einer des Multiplican-

den multiplicirt, und die Ziffern der einzelnen Produkte in

die Columnen gelegt oder eingeschrieben; dann wurde ebenso

mit dem Zehner des Multiplicators multiplicirt. Aber das

Beispiel ist nur 12 . 12, wie es an der Seite der Beschreibung nach

dargestellt ist.

Wie die Einer vereinigt wurden in den einzelnen Columnen ist

c
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nicht gesagt und im vorliegenden Beispiel war diese Vereinigung im

Kopf zu vollziehen. Das Resultat CXLIIII konnte sofort angeschrie-

ben werden und dies scheint der Grund zu sein, dass von der Sum-

mirung der Theilprodukte nicht die Rede ist.

145) Der Verfasser von A3 hebt hervor, dass die Multiplication

mit einem Zehner eigentlich die mit dem Einer desselben sei, und mau
z. B. statt vicies zunächst bis zu sagen und nach der Multiplication

erst dem Produkt die zugehörenden Columnen anzuweisen habe. Es

kommt also hier schon zu einer klareren Erkenntniss des Grundes der

gewonnenen Vereinfachung. Ger 1 and bringt in die Regeln für die

Multiplication der Potenzen von 10 bereits eine Sichtung, indem er

nicht mehr die Resultate der Multiplication mit einer Ziffer aus der

Einercolumne (singularis arcus) oder wie er kürzer sich ausdrückt mit

der Einercolumne selbst in die Columnen der Reihe nach angiebt, son-

dern das Gesetz ausspricht, welches bei allen diesen Produkten gleich-

massig statt hat. Er sagt nämlich: > Welche Columne auch die Ei-

nercolumne multiplicirt, in eben diese setze die Fingerzahl und in die

nächst folgende die Gliedzahl.« Ebenso giebt er die Regeln für einen

Zehner als Multiplicator u. s, w. bis zum centies mille millenus. Er

giebt dasselbe Beispiel 12 . 12, wie Bernelinus, schreibt aber die 2

Zweier in der Zehnercolumne neben einander, und bemerkt dazu, dass

man statt ihrer auch 4 setzen könne ; er vollzieht also gewissermassen

bereits die Addition auf der Tafel selbst.

146) Der Verfasser von A2 bedarf für die Multiplication der Po-

tenzen von 10 nur mehr eine einzige Regel: >Um wieviele Stellen

der Multiplicator von der ersten Columne (arcus) des Abacus absteht,

um ebenso viel bringt er die Fingerzahl von der Columne fort, die er

multiplicirt, und die Gliedzahl in die nächst folgende.«

Nach seiner Beschreibung ist die Multiplication 24 . 14

an der Seite dargestellt, nur so, dass die an die Stelle der

durchstrichenen Ziffern gesetzten Zahlen unter diese ge-

schrieben sind. In Wirklichkeit verwischte auch hier noch

die nachfolgende Operation die vorhergehende. Die Rech-

nung ist folgende: 4. 4= 16, 4. 2 = 8,1. 4 = 4,

1 . 2 = 2, 1 + 8 + 4 = 13, 1 + 2 = 3, also lautet die

Summe 336.

147) In Aß werden 4 Arten der Multiplication genannt, die ein-

fache, wenn der Multiplicator nur eine Ziffer (gleichviel in welcher

Columne) hat, die zusammengesetzte, wenn er mehrere hat, die con-

tinuirliche, wenn die Columnen des Multiplicators der Reihe nach mit

Ziffern besetzt sind, die unterbrochene, wenn dazwischen eine Columue
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secundus singularis wird auf S. 325 erklärt durch: Hoc tantuin

scias secuudum singularem dici, qui est compositus cum deceno

divisore . . . tertium quoque singularem dici, qui est cum vi-

ginti compositus . . . . quartum, qui cum XXX. d. h. ein Einer

hiess ein zweiter Einer, wenn er mit 10 verbunden war, also in den

Zahlen 11, 12 . . . 19, ein Dritter in den Zahlen 21, 22 . . . 29. Diese

Auffassung, nach welcher die Zahlen bis 100 wie in einer Columne

gedacht sind und die Einer der ersten Gruppe bis 10 als die ersten,

die der zweiten Gruppe bis 20 als die zweiten erscheinen u. s. w.

legt es näher, wie Chasles in den Worten quotam partem divisoris

teneat singularis, den Genitiv divisoris zu singularis zu beziehen (01-

leris giebt hier den Nominativ divisor, aber nicht ebenso in den ähn-

lichen Stellen in der VI. und VII. Regel [Z. IX, S. 156 und 157], so

dass nur ein Schreibfehler vorliegt). Aber es muss dann auch quotam

partem allgemeiner gefasst werden, ohne dividendi zu ergänzen, wel-

cher Zusatz im Folgenden an der gehörigen Stelle ohnehin gemacht

wird. Es müsste darnach die Regel lauten: Will man durch einen mit

einem Einer zusammengesetzten Zehner einen einfachen Zehner oder

einen mit einem Einer zusammengesetzten dividiren, so beachte man,

den wievielsten Theil der Einer des Divisors erfordert; denn ein zwei-

ter Einer hat Bezug zu den zweiten Theileu des Dividenden u. s. w.«

und ähnlich in der VI. und VII. Regel. Aber die sonstige Sprech-

weise Gerbert's und die Z. IX, S. 152 erwähnte Regel: »Wenn jene

(aus dem Einer und seiner Differenz sich ergebende) Einheit zu dem

Zehner des Divisors addirt wird, und von dieser Summe dieselbe die

Hälfte ist, dann fragt man , wie viel die Hälfte des Dividenden ist«

bestimmen eher divisoris zu partem zu beziehen und diesen Ausdruck

so zu verstehen, dass er den Theil bezeichnet, welcher der zu 10 er-

gänzte Einer von dem zum nächsten Zehner ergänzten Divisor ist.

Bei 83 z. B. ist 10 d. h. 3 + 7 der 9. Theil von 90 d. h. 83 + 7

und desshalb sagte man der Einer nehme den 9. Theil des Divisors

ein, womit sich auch verträgt, dass man ihn desshalb einen neunten

Einer nannte. Es passt auch zu dem Wesen jener Zeit, nicht der

einfachsten, sondern einer gekünstelten Auffassung zu folgen.

Dagegen glaube ich mit Unrecht Z. IX, S. 154 den Ausdruck

primum centenum für unum centeuum genommen zu haben; es scheint

richtiger zu sein, zu übersetzen: »zuerst einen Hunderter.«

Der Text der ars geometrica, den ich neu herausgab, bietet

gleichfalls keinen Aulass an dem etwas zu ändern, was ich in Z. IX,

S. 167—171 gesagt habe. Ich muss auch jetzt bei der Ansicht blei-

ben, dass Boetiua keinen Theil an den theils unklar, theils unvoUstän-
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dig ausgedrückten Regeln bat, sondern diese Arbeit in Gerbert's Zeit

zu versetzen ist. Da ein Gewinn für das Rechnen dieser Zeit daraus

nicht zu erzielen ist, so werden sie liier nicht weiter berücksichtigt

werden.

150) In Gerbert's 9 Regeln über die Division kommen nur 3 A r-

ten von Divisoren vor:

1) Einer und solche, die Produkte aus Einern und irgend wel-

cher Potenz von 10 sind; .

2) Zehner mit Einern und solche, die Produkte aus diesen und

irgend welcher Potenz von 10 sind;

3) Hunderter mit Einern und solche, die Produkte aus diesen und

irgend welcher Potenz von 10 sind.

Für jede Art der Divisoren werden 2 Arten der Dividenden
unterschieden

:

a) solche, die ebensoviele Stellen haben wie der Divisor,

b) solche, die mehr Stellen haben.

So ergeben sich im Grunde nur sechs Regeln: I, für 1 a

Subtraktion des Divisors vom Dividenden, so oft mal es angeht,

11, für 1, b Bildung der Differenz des Einers zu Zehn und Multi-

plication derselben mit der ganzen ersten Ziffer des Dividenden, III,

für 2 a Bildung der Differenz des Einers zu Zehn und Multiplication

derselben mit einem Theile der ersten Ziffer des Dividenden, IV für

2, b Theilung einer Einheit der höchsten Benennung nach der Weise

von III und Multiplication des Restes durch die 1. Ziffer des Dividen-

den, V, für 3, a Absonderung einer Einheit der höchsten Benen-

nung, Bestimmung des Quotienten aus dem Rest für den Divisor durch

Multiplication des letzteren, Multiplication der niedrigeren Benennung

des Divisors mit diesem Quotienten, Subtraktion des Produktes durch

Bildung der Differenzen, VI für 3, b Theilung einer Einheit der

höchsten Benennung nach der Weise von V und Multiplication des

Restes durch die 1. Ziffer des Dividenden.

Schon daraus, dass diese 6 Regeln auf 9 Abschnitte vertheilt sind,

ergiebt sich, dass eine klare Einsicht in das Wesen der Methoden

nicht vorhanden war, sondern dass praktisch Geübtes ohne strenge

Sonderung dargestellt wurde.

151) Es soll nun von jeder Art ein Beispiel gegeben werden mit

Ausnahme der ersten, die von selbst klar ist und wohl nur wegen des

Mangels einer guten Keuntniss des Einmaleins eine Erwähnung

fand. Bezüglich der beigefügten Darstellungen ist zu erwähnen,

dass die wagrechten Striche zur besseren Uebersicht gezogen sind;
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dass auch Gerbert solche gezogen habe, ist nirgends angedeutet, an

sich aber nicht unwahrscheinlich.

IL Art. 4087 : 6.

Nachdem über dem Dividenden der Divisor an-

geschrieben war, wurde über den Divisor seine

Differenz von 10 geschrieben, also hier 4. Diese

Differenz wird mit der Ziffer 4 der Tausender

multiplicirt , das Produkt 16 um eine Columne

zurückgerückt, und die Ziffer 4 des Tausenders

weggenommen oder getilgt und unten in die

Columne der Hunderter geschrieben, um dort

zur Bildung des Quotienten zu dienen , welcher

aufgefasst wird als die Anzahl der Divisoren,

die im Dividenden enthalten ist. Vom Produkt

16 ist aber 1 wieder in die Columne der Tau-

sender gekommen, also wird die Differenz 4 mit

1 multiplicirt, das Produkt 4 in die Columne der

Hunderter geschrieben, 1 aber oben getilgt und

unten angeschrieben. Die Einer unter C wer-

den nun vereinigt 6 -f 4 := 10; es ergiebt sich

also nochmals 1 Tausender und mit diesem wird

verfahren wie vorher. 1 . 4 = 4, unter C , 1

hinab. In derselben Weise wird fortgerechnet

bis zu den Einern. 4 . 4 =: 16 unter C und X,

4 hinab unter X; 1 . 4 =: 4 unter X, 1 hinab; 4 + 6 + 8 = 18

unter C und X; 1 .4 = 4 unter X, 1 hinab; 4 + 8 = 12 unter C

und X; 1 . 4 = 4 unter X, 1 hinab; 2 + 4 = 6 unter X, 6 .4= 24

unter X und I, 6 hinab unter I; 2.4 = 8 unter I, 2 hinab; 8+4
+ 7 = 19 unter X und I; 1 . 4 = 4 unter I, 1 hinab; 9 + 4 = 13

unter X und I; 1.4 = 4 unter I, 1 hinab; 3 + 4 = 7. Da kein

Zehner mehr vorhanden ist, wird die erste Art der Division angewen-

det. Von 7 lässt sich 6 ein Mal wegnehmen und es bleibt 1 , also

wird unter I oben und unten noch 1 angeschrieben; ersteres 1 ist der

Rest der Division. Unten werden nun die Ziffern vereinigt: 1 + 1 +
+ 1 + 2 + 6= 11 unter X und I; 1 + 1 + 1 + 1 + 4 = 8 un-

ter X; 1 + 1 + 4 = 6 unter C. Der Quotient ist daher (J81.

152) III. Art. 970 : 380. (S. die nächste Seite). Hier ist, weil

8 neben 8 steht, also 8 ein vierter Einer ist (s. oben 149) die Diffe-

renz 2 nicht mit den ganzen Ziffern des Divisors zu multipliciren,

sondern mit dem 4. Theil derselben. Der 4. Theil von 9 ist 2 und es

bleibt noch als Rest 1; es wird also 9 getilgt, 2 unten unter I ge-

I
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schrieben, oben aber an die Stelle von 9 der Rest 1. 2 . 2 =: 4 un-

ter X; 4 + 7 = 11 unter C und X; 1 + 1 = 2 unter C. Da 21 < 38

970 : 380. 8503 : 27.

c
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unter C, 2 unter I getilgt. 8 -f- 2 (unter X) =: 10, also 1 unter C,

1 + 2 + 1=4 unter C.

Zu dividiren ist nunmehr noch 403. Dazu wird 1 Hunderter wie

oben 1 Tausender getheilt. Der 3. Theil von 1 Hundert =: 10 Zeh-

ner ist 3 und als Rest bleibt 1. Es wird also unten neben 3 unter X,

3 unter I geschrieben. 3 . 4 = 12 unten unter X und I. Der Rest

1 wird unter X geschrieben; 3 (Quotient) . 3 (Differenz) = 9 unter I.

9 . 4 rr: 36 unter X und I, 1 . 4 =: 4 unter X, 4 unter C getilgt.

6 + 3 = 9 unter 1, 3 + 4 =: 7 unter X.

Für den Rest 79 tritt nun die IH. Art ein. Der 3. Theil von 7

ist 2 und als Rest bleibt 1 ; also wird 2 unten unter I geschrieben , 7

unter X getilgt und dafür 1 geschrieben. 2 (Quotient) . 3 (Differenz)

= 6 unter I; 6 + 9 =: 15 unter X und I, 1 + 1 == 2 unter X. Da

25 < 27 so ist der Rest der Division 25. Unten ist 2 + 2 =: 4 un-

ter I, 1 + 6 + 4 =: 11 unter C und X, 1 + 2 =: 3 unter C; also ist

der Quotient =: 314.

154) V. Art. 8000 : 2050. (S. unten). Der Hauptunter-

schied dieser und der folgenden Art von den vorhergehenden drei

Arten besteht darin, dass vom Divisor keine Differenzen gebildet

werden. Sie nähern sich daher dem jetzt gebräuchlichen Verfahren,

von dem sie freilich durch viele unnöthige Umständlichkeit noch sehr

weit abstehen. Es wird zunächst vom Tausender 1 Tausend wegge-

nommen, um das Produkt aus dem Quotienten und der niederen Stelle

des Divisors abziehen zu können. Also wird unter I 8 getilgt und

- 9000 : 308.8000 ;
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durch 1 und 7 ersetzt. Nun sucht man die Zahl, welche durch Mul-

tiplication die erste Stelle des Divisors, hier 2, der ersten des Divi-

denden, hier 7, möglichst nahe bringt; dies ist 3 und diese wird als

Quotient unter I unten angeschrieben. 2.3 = 6, 7 — 6rrl also

wird unter I 7 getilgt und durch 1 ersetzt. 5 . 3 =: 15; von diesem

Produkt wird zu dem Einer die Differenz von 10, zu dem Zehner die

von 9 gesucht und statt derselben angeschrieben, dagegen 1 neben 7

unter I getilgt; also 10 — 5 =: 5 unter X, 9 — 1 = 8 unter C. Es

ist also der Rest 1850.

155) VI. Art. 9000 : 308. (S. Seite 111 unten). Statt 9 Tausend

wird 1 Tausend zunächst in Rechnung gebracht, der Quotient und

Rest dafür bestimmt und beides mit 9 dann multiplicirt. 1 Tausend

wird in 10 Hundert und dieses in 1 und 9 Hundert zerlegt unter C,

und verfahren wie bei der V. Art. Den Divisor 3 bringt 3 dem 9 am

nächsten, also wird 3 unten unter I angeschrieben. 3 . 3 := 9.

9 — 9 = 0; also wird 9 unter C getilgt. 8 . 3 = 24. 10 — 4 = 6

unter I, 9 — 2 = 7 unter X. 1 unter C vor 9 getilgt. Also ist von

1 Tausend der Quotient 3, der Rest 76; beides ist mit 9 zu multipli-

ciren. 3.9 = 27 unten 7 unter I, 2 unter X ; oben 7 . 9 = 63 un-

ter C und X, 6 . 9 = 54 unter X und I; 5 + 3=8 unter X; 9

unter 1 getilgt. Es ist nun 684 noch zu dividiren. Man zerlegt 6

unter C in 1 und 5. 3.1=3 unten unter I, 5 — 3 = 2 unter C,

8.1 = 8 unter I, 10 — 8 = 2 unter I, 9 — = 9 unter X; 1

unter C neben 5 getilgt. Da man nämlich 8 von 100 abzieht, so muss

als Zehner vor 8 eine leere Stelle in Rechnung gebracht und daher

als Differenz 9 gesetzt werden.

Nun sind die verschiedenen Ziffern in den Columnen zu vereini-

gen. 2 + 4 = 6 unter I, 9 + 8 = 17 unter X und C, 1 + 2 = 3

unter C; es ist also der nunmehrige Rest 376; von diesem lässt sich

308 noch 1 mal wegnehmen; es kommt also 1 unten unter I und der

Rest 68 wird oben unter I und X augeschrieben. Endlich sind die

einzelnen Quotienten zu vereinigen; 7 + 1 + 1 =: 9 unten unter I.

Damit ergiebt sich als Quotient 29, als Rest 68.

156) Man überzeugt sich leicht, dass es bei einer solchen Art zii

dividiren besonders nöthig war, die Columnen zu wissen, in welche die

Zerlegungen der Ziffern, die Reste von denselben und vor allem die

einzelnen Quotienten einzutragen waren. Es wird daher in Gerbert's

Schrift darauf auch besonders Rücksicht genommen und für die Bil-

dung des Quotienten findet sich ein eigener Abschnitt (Z. IX S. 162

1— 164j. Aber dieser schliesst sich nicht etwa an die vorhergehenden
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die Quotienten bestimmt werden. Die vorstehenden Beispiele zeigen

auch, dass bei ein und derselben Division verschiedene

Wege eingeschlagen wurden.

Solche Mannigfaltigkeiten erschweren die Aneignung des Ver-

fahrens und verlangen grössere Aufmerksamkeit als sie bei der gros-

sen Menge sich findet, während sie im Grunde wenig werth sind. So

kommt es aber, dass Fertigkeit in derartigem Rechnen bewundert und

der Inhaber derselben als eine Grösse ersten Ranges angestaunt wer-

den konnte.

157) Mit dem, was Gerbert bekannt machte, beschäftigten sich

seine Schüler sehr eifrig und die vielen Uebungen mussten allmälig

auch eine Klärung in den Regeln herbeiführen. So findet man denn

auch bereits in A4 die Arten der Divisionen auf 4 beschränkt, aber

ohne Klarheit in den Angaben darüber.

Die 1. Art ist gegeben, wenn Divisor und Dividend nur eine

Ziffer hat (simplex) und beide Ziffern in derselben Columne stehen.

Es bedarf dann nur wiederholter Subtraktion. I. Art bei Gerbert; s.

oben 150.

Bei der 2. Art hat der Divisor nur 1 Ziffer, der Dividend aber

beliebig viele, nur mindestens eine in einer höheren Columne als

die ist, in welcher die Ziffer des Divisors steht. In diesem Falle wird

die Differenz gebildet und dieselbe mit der ganzen höchsten Ziffer

des Dividenden multiplicirt (denominatio a toto). Als Beispiele wer-

den gegeben 10 : 4, 40 : 4, 400 : 7, 234 : 8, 34567 : 7. II. Art bei

Gerbert; s. oben 150 und 151.

Bei der 3. Art hat der Divisor 2 Stellen, die unmittelbar auf

einander folgen, und die Differenz wird daher nur mit dem entspre-

chenden Theil der höchsten Ziffer des Dividenden multiplicirt (deno-

minatio a partibus). III. Art bei Gerbert; s. oben 150 und 152.

Dem Divisor nach gehört auch die IV. Art Gerbert's hieher; aber

der Verfasser von A4 wendet das Verfahren Gerbert's bei der IV. Art

erst im Folgenden an. "

Bei der 4. Art nämlich sind die Ziffern des Divisors durch leere

Columnen getrennt, wie bei der V. und VI. Art Gerbert's, aber es

wird die denominatio a partibus angewendet und also die Differenz

des Divisors gebildet, wie bei der IV. Art Gerbert's. Gleichwohl ist

von einem dissipatus centenus die Rede, was nur für die V. und VI.

Art Gerbert's passt; der Irrthum rührt daher, dass auch bei der IV.

Art Gerbert's zunächst 1 Hunderter oder Tausender getheilt wird.

So macht sich zwar die Erfahrung geltend, dass auch 4 Arten
Friedlein, element. Arithm. q
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zu Dividiren ausreichen, aber gerade die 2 Arten werden weggelassen,

die mit dem Divisor selbst rechnen und es liegt der Gedanke nahe,

dass man sie wegliess, weil sie für zu schwierig erschienen.

158) Eine gelungenere Vereinfachung zeigt sich bei Berneli-

nus. Das wiederholte Subtrahiren wird nur mehr erwähnt, und es

werden zwar wieder 4 Arten der Division unterschieden, aber andere

als bei A4 und mit Erkenntniss des principiellen Unterschiedes,

nämlich

:

1) divisio simplex cum difFerentia

2) » » sine »

3) » compositacum »

4) » » sine »

Dazu kommt eine bessere Ordnung auch im Aeusseren. Von
wagrechten Strichen, die sich bei Gerbert noch nicht erwähnt finden

(s. oben 151), ist ausdrücklich die Rede. Es werden damit Abtheilun-

gen, tramites, gebildet und zwar die oberste, primus trames, für den

Divisor und dessen Difi'ereuz bei der 1. und 3. Art und für den Divi-

sor allein bei der 2. und 4. Art. Bei diesen aber tritt eine Versetz-

ung desselben ein.

Im zweiten trames steht der Dividend, im dritten wird die

Operation vollzogen und bleibt der Rest stehen, in den vierten kom-

men die Quotienten (deuominationes). Die Columne für die Einer er-

hält einen Bogen für sich, die Columnen für X und C einen gemein-

schaftlichen und die drei zusammen noch einen grösseren. Von der re-

gula de aequandis numeris wurde schon oben 141 gesprochen.

Als Beispiel will ich für die 1. und 2. Art dasselbe wählen wie

oben 151.

159) I. Art des Bernelinus. 4087 : 6. (S. Seite 115.) Der

Dividend wird nicht nur in den zweiten, sondern auch in den drit-

ten trames geschrieben, um dort die verbrauchten Ziffern tilgen zu

können. Die Differenz 4 wird nun mit 4 unter I multiplicirt. 4.4r=16

unter C und I. 4 unter I kommt nach unten unter C; 1 . 4 rr: 4

unter C,, 1 nach unten unter C; 4 + 6 unter C = 10, 1 unter I;

1.4 = 4 unter C, 1 nach unten unter C; 4 . 4 = 16 unter X und

C ; 4 nach unten unter X ; 1 . 4 = 4 unter X, 1 nach unten unter X
;

4 + 6 + 8 =: 18 unter X und C; 1 . 4 = 4 unter X, 1 nach unten

unter X; 4 + 8 = 12 unter X und C; 1.4 = 4 unter X, 1 nach

unten unter X; 4 + 2 unter X = 6; 6 . 4 = 24 unter I und X; 6

nach unten unter I. 2.4 = 8 unter I, 2 nach unten; 8+4 + 7

unter 1 = 19 unter I und X; 1.4 = 4 unter I, 1 nach unten;
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4 + 9 = 13 unter I und X; 1 . 4 =: 4 unter I, 1 nach unten;

4 + 3 rr 7 ; 6 von 7 1 Mal, Rest 1 ; also 1 unter I und 1 nach unten.

Endlich unten 6 + 2+1+1 + 1 = H unter I und X; 4 + 1 +

4087 : 6. 4087 : 6.

,

^^
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52487 : 218. 161) I IT. Art. 52487 : 218.

Der 3. Theil der ersten Ziffer des

Dividenden ist zu nehmen, weil die Diffe-

renzen und der Divisor zusammen un-

ter C 3 geben. 3 in 5 (unter X) 1 mal,

bleibt 2; 5 getilgt, 2 dafür gesetzt, 1 un-

ten unter C ; 1 . 8 rr 8 unter I, 1 .2 = 2

unter C; 2 unter X =r 20 Tausend; 3 in

20 6 mal bleibt 2; 6 unten unter X, 2 un-

ter X getilgt, 2 unter I gesetzt; 6. 8:= 48

unter C und I; 6 . 2 = 12 unter X und

C. 2 + 8 unter X = 10; 1 unter C,

1 + 1 + 8 + 2 + 4 unter C = 16 unter

C und I, 1+4 + 2 + 8+2 unter I

=: 17 unter I und X. 1 unter I := 10

Tausend ; 3 in 10 3 mal, bleibt 1 ; 3 unten

unter X, 1 unter X getilgt , 1 unter I ge-

setzt; 3 . 8 = 24 untere und I; 3.2 = (3

unter X; 2 + 1 + 7 unter! =: 10, lun-

ter X. Verfahren wie bei dem vorherge-

henden 1. 2 + 1 unter I = 3; 3 in 3

1 mal ; 1 unten unter X ; 3 unter I getilgt.

1.8 = 8 unter C, 1.2 = 2 unter X;

2 + 6 + 6 = 14 unter X und C, 1 + 8 + 4 + 4 + 6 = 23 unter

C und X. 2 unter I = 20 Hunderter. Verfahren wie oben bei 20

Tausend, nur eine Columne weiter nach rechts. 4 + 2 + 3 unter C
= 9 ; 3 in 9 3 mal ; 3 unten unter I, 9 getilgt. 3 . 8 = 24 unter X
und C ; 3 . 2 = 6 unter I. 6 + 2 + 7 unter I = 15 uutei I und X,

1+4 + 1 + 8+4 unter X = 18 unter X und C, 1+2 unter

C = 3; 3 in 3 1 mal; 1 unten unter 1; 3 unter C getilgt. 1.8 = 8

unter X, 1 . 2 = 2 unter I; 2 + 5 unter 1 = 7; 8 + 8 unter X
=: 16 unter X und C. Da 167 kleiner als 218, so ist dies der Rest.

Unten ist 1 + 3 + 6 = 10, 1 unter X; 1 + 1 + 3 + 3 + 6 = 14

unter X und C, 1 + 1 = 2 unter C; also der Quotient = 240.

Die Umständlichkeit dieses Verfahrens ist handgreiflich.

162) IV. Art. 52487 : 218. (Siehe Seite 117). Der Di-
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Blick auf die Darstellungen auf Seite 116, 117 und 119 zeigte wie

richtig diese Benennungen gewählt sind. Die Bestimmung der Stelle

der denominationes d. h. der einzelnen Quotienten wird einfach und

allgemein angegeben. Von dem Platz derselben heisst es: Denomi-

nationes vero debent poni in margin e geometricalis tabulae', ubi

etiam sunt scriptae minutiae. Es scheint aber, dass damit der untere

Theil der tabula bezeichnet ist, in den die Columnen leicht verlängert

gedacht werden konnten.

Da bei A2 das Dividiren so einfach geübt erscheint., als es auf

dem Abacus mit Columnen überhaupt möglich war, so sollen hier noch

die 4 Beispiele folgen, welche er giebt, aber mit Weglassung der Be-

handlung der Brüche.

165) Divisio aurea simplex. 94657 : 7. (S. unten.) Der Divisor

wird zuerst über 9 gesetzt und dann von Stelle zu Stelle zurückgerückt.

7 in 9 1 mal bh



119

9 in 52 5 mal bleibt 7

78 — 45 =: 33

34 — 35 geht nicht, also 334— 35

29 — 27 = 2

25 - 21 = 4

5 . 9 = 45

5 . 7 = 35

= 299

9 in 29 3 mal bleibt 2

3 . 9 = 27

3 . 7 =: 21

Quotient 353, Rest 4.

166) Divisio ferrea simplex. 985 : 6. (S. unten.) Die Differenz

ist 4. Diese wird der Reihe nach mit den höchsten Ziffern des

Dividenden multiplicirt und letztere werden als denominationes unter

X angeschrieben.

9 . 4 = 36, 3 . 4 = 12, 1 . 4 = 4

4 + 2 + 6 + 8 = 20 also 2 unter C.

2.4=8.
Nachdem die Hunderter erledigt sind, werden ebenso die Zehner

behandelt, und die denominationes kommen unter I.

8 . 4 = 32, 3 . 4 = 12, 1 . 4 = 4 -

985 : 6. 144000 : 12.

c';x



Die Yereinigung der denominatioues unter I giebt 14, die unter

X 16; also ist der Quotient 164.

Divisio composita ferrea. 144000 : 12. (S. Seite 119.)

Da die letzte Ziffer des Divisors 1 ist, welches durch die Ergän-

zung mit der Differenz zu 2 wird, so ist mit 2 der Dividend zu divi-

ren und die Hälfte als denominatio zu verwenden.

2 in 14 7 mal, 7 . 8 = 56, 6 + 4 = 10, 1+5 = 6

2» 63» 3. 8 = 24

2>21> 1.8= 88+ 4 = 12.

Wie mit 14 unter C und X wird jetzt mit 12 unter X und I

verfahren.

2 in 12 6 mal, 6 . 8 = 48,

22> 4 2 » 2. 8 = 16, 6 + 8 = 14, 1 + 1 = 2

2»2 1» 1.8=8, 8 + 4 = 12.

In gleicher Weise wird mit 12 unter I und C und dann unter

C und X verfahren, worauf noch 12 unter X und I bleibt. Von diesem 12

lässt sich 12 noch 1 Mal wegnehmen und die Division geht auf. Im

Text aber wird das letzte 12 zur weiteren Rechnung mit den Minutien

verwendet.

Die Vereinigung der denominationes giebt als Quotienten 12000.

Hätten Zahlen wie die Quotienten auf Seite 118 zur Positionsarithme-

tik führen können, so mussten Fälle, wie hier davon wieder entfer-

nen, da die Durchführung des Gedankens an dem Mangel der Null

scheiterte.

167) Aß giebt Aehnliches wie A2, aber die Eintheiluug der Di-

vision ist noch klarer, indem als Hauptarten zuerst die divisio sine

differentia, die aurea, und die divisio cum differentia, die ferrea, ange-

geben werden. Jede wird in simplex und composita abgetheilt und

letztere wieder in continua und intermissa. Die Regel über die Stel-

lung der denominationes wird aber als allgemeine (omnibus diviso-

ribus generalem) vorausgestellt. Beim Operiren tritt die Frageform

schon direkt auf: Nunc restat quaerere: Quocieus est binarius in X?

Possemus dicere, quiuquies, sed quia nihil de summa remaneret, quod

inferiores divisores possent capere, dicemus, quater; et remanent duo.

endlich behandelt die Divisionen nur obenhin, und wendet für

die divisio simplex, composita und interrupta nur das Verfahren ohne

Differenzen an. Dabei ist die Frageform gebraucht: Quaternarius 4

quotiens est in senario 6? Semel et remanent duo. Dass im Text

neben dem Namen auch die Ziffer steht, kann als eine Spur der An-

näherung an das indische Verfahren gelten, das in der Zeit, in welche
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fällt, uacli aller Wahrscheinlichkeit in Spanien und Frankreich nicht

mehr unbekannt war.

168) Für die Brüche ist der Abacus mit Columnen nicht ein-

gerichtet. Von denselben ist auch in der Schrift Gerbert's keine

Rede, Es ist also das Natürlichste und wahrscheinlichste, dass man
in seiner Zeit so mit den Brüchen verfuhr, wie es von den Römern

her überliefert war. Dazu passen die Bruchangaben, die sich in der

Geometrie finden, welche man Gerbert beilegt und zum Theil nicht

ohne innere Wahrscheinlichkeit. Aber die durch den Gebrauch der

Ziffern auch ohne Null allein mit den Columnen kennen gelernte Ver-

einfachung scheint dazu bestimmt zu haben, ähnliches auch mit den

Brüchen zu thun und dazu die Zeichen zu verwenden, welche von

den Römern her überliefert waren.

Einen freilich sehr unvollkommenen und ganz misslungenen Ver-

such dieser Art enthält die ars geometrica (Boetius S. 425—428). Auf

einem in 144 Felder abgetheilten Quadrat stehen die Buchstaben von

A bis M so, dass in der ersten ^Reihe A, B, C . . . M steht, in der

zweiten M A B C . . . . L, in der dritten L M A . . . K u. s. f., in

der letzten B C D . . . M A. Dabei ist immer von A anfangend bis

an das Ende der Zeile den Buchstaben in den Reihen von oben nach

unten beigeschrieben 1, X, C, I, X,C,'XC, CG, MC^ XC, C C^ XC ä
Die Buchstaben sollen die minutiae (Brüche) uncia digitus, stater,

quadrans, dragma, scripulus, obolus, semiobolus, siliqua, punctum, mi-

nutum, momentum vorstellen und die ganze Tafel dazu dienen, dass,

wenn man 100 oder 1000 u. s. w. momenta, minuta u. s. w. aus-

sprechen (proferre, edicere) soll, man dies ohne Hinderniss thun

kann. Der Werth des Ganzen ist also, auch wenn sonst nichts da-

gegen zu erinnern wäre, ein äusserst geringer. Man vgl. übrigens

oben 64.

169) Mit richtigem Verständniss der Bruchzeichen aber und we-

nigstens so, dass richtig gerechnet wird, zieht Bernelinus nach der

Mittheilung dessen, was er aus dem calculus des Victorius entnehmen

konnte, die Minutienzeichen zur Rechnung mit Columnen bei. In äus-

serer Analogie mit den 3 Columnen für I, X und C stellt er 3 Co-

lumnen für die unciae, scripuli und calci her, aber nicht um mit Zif-

fern die Zahl derselben darzustellen, sondern nur um in die erste nur

die Zeichen für uncia bis deunx, in die zweite die für scripulus

bis semuncia und in die dritte das Zeichen des obolus zu setzen. Ein

Vortheil für die Rechnung mit diesen Zeichen ist also nicht vor-

handen. p
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-r--r--^ — 14->4- ' .IJ-IU-I—S.
5Tff » TSS T^ 7r T^ 7ff T^ !r?8^ — Tl T^ Tff ^ Tl i » IT ^ f^ T^ 1 — 15»

7 + l=8;2 + l=3;2;der neue Dividend ist also^CC.XXX.VII.

quinciinx, semuncia, duella, emisecla, obolus.

Ebenso wurde weiter gerechnet. Der Abkürzung wegen gebe ich

aber nunmehr nur die Dividenden der Reihe nach an. Der dritte

lautet: C . XC . VH. quincunx, semuncia, duella, scripulus, obolus, der

vierte: C . LXX . VI. deunx, semuncia, duella, scripulus, der fünfte

C . L . VI. quincunx, semuncia, duella, obolus, der sechste C.XXX.V.

deunx, semuncia, duella, der siebente C . X . V. quincunx, semuncia,

sicilicus, scripulus,^obolus, der achte XC . IUI. deunx, semuncia, sici-

licus, scripulus.

Von da an^werden die Differenzen beseitigt und der Divisor so

oft als möglich vom Dividenden weggenommen , hier also 4 Mal.

4.^1 = 1 1 1 = -i =z i ' 1 1=24 2 = 2«

4.2 = 8, 9 — 8=1; also Rest X.II. deunx, semuncia, sextula,

scripulus; Quotient rr X . IUI.

171) Bildet man aber die Differenzen nur bis zur vorletzten Ziffer

des Divisors, so hat man eine divisio composita und denominatio a

partibus und zwar ist hier der 3. Theil zu nehmen. S. auf der Tafel

N. 29. 3 in 300 lOOmal, secundirt (d. h. in die nächst niederen Colum-

nen gerückt) 10 mal; also unten 1 unter X; 10 . ^1^ = 3^5 + -^t^ =
^^ iV + "itsi 10 . ij'f = y*, , 10 . 3'j rr: J -f ^g, 10 . Vff ^^ sff

1"

+ ^\ = -rV + A, 10 . A = 4J, 10 . 9 =: 90; Vereinigung der Zei-

chen : ^\ + jV = A = Tn A + A + A + TT = ii; zweiter Di-

vidend: XC . Uli. deunx, semuncia, sicilicus, scripulus.

3 in 90 30 mal, secundirt 3; also 3 unten unter I. 3 . w=^ r=

— 288 "^ 576' "^ • 24 ~ 12 24 '
"^ * 36 "~ 12' 96 —

= 3g- + 288"(^- °^^^ l''^)'^^ ^ • "Ä ^
^J'

3. 9=27. Vereinigung

A 7V, _L4-_L_A 1 J_-A_i_JL +aer z-eicnen.
ggg

t
^gg — ^^^ ^ ^^^ + 48 "" 144

~ 36 ' 36

+ _L = A_Jl_ _1_4-J L ll4.-i- = iA.
72 72 ~ 24 ' 24 24 ~ 12 ' 12 12 ' 12

^

+^ + j2 =^2' 1 + 7 + 1 + 4 = 13, 1 + 2 = 3. DritterDi-

vidend XXX . III. quincunx, semuncia, sextula, scripulus, obolus.j

3 in 30 10 mal, secundirt 1 ; also 1 unten unter I. Die Diffe-

renzen 1 mal genommen giebt 9 -j^ "sr ~oä 'qi^ Ffa' Vereinigung
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der Zeichen: 576+576

+
36 72

J_
24

288 ' 96

24 24

+

12

A — J_ J_
288 ~ 72 ' 72

+

12 12 12
—

=.4^,9 + 3 12. Da diese Zahlen kleiner als die des Divisors

sind, so ist der Rest der Division XII. deunx, semuncia, sextula,

scripulus. Unten ist 3 + 1 == 4; also der Quotient X.IIII.

Rechnungsfehler sind bei einem solchen Verfahren sehr leicht

möglich; es ist daher im Text die Probe durch Multiplication

des Quotienten mit dem Divisor vorgenommen. Zu beachten ist, dass

im Quotienten keine Brüche sich finden, sondern dass nur so

weit gerechnet wird als ganze Zahlen sich ergeben. Es kommt also

im Grunde nur zu einer Multiplication von Brüchen und zwar von kei-

nen anderen als auch die Römer schon anwendeten.

172) In Aj findet sich dasselbe Verfahren wie bei Bernelinus,

aber für die Minutien ist nur eine Columne vorhanden, die auch

vollständig ausreicht, da die Abtheilung in 3 Columneu bei Bernelinus

nicht einen inneren, sondern nur den äusseren Grund der Analogie

mit den Columnen für C , X , I hat. Die Beispiele finden sich mit

den römischen Ziffern auch für die ganzen Zahlen bei Olleris S. 343

und 344.

Gerland wendet bereits keine besonderen Columnen mehr für

die Minutienzeichen an, sondern gebraucht diese so, wie es allein für

den Abacus mit Columnen passend ist, wobei allerdings die beson-

deren Zeichen überflüssig sind, da sie nur Stellvertreter der Anzahl

der Minutien sind, wofür auch die Ziffern gebraucht werden konnten.

Deutlich tritt dies an dem Beispiel hervor, welches sich bei Gerland

findet. •• •
'•

• ,;•

'^T|Tj



125

X; 9.1 = 9 von 10 bleibt 1; also Quotient 9 Rest 1; dieser Rest

wird in 12 unciae verwandelt; und diese durch 11 getheilt (2);

1 in rV Amal und es bleibt nichts unter X, 1 . j'^ = j\ von ^^

bleibt ,V; die übrige uncia wird in 12 emiseclae aufgelöst, und ge-

rechnet, wie vorher (3)^ die übrige emisecla wird endlich aufgelöst

in 12 siliquae und in gleicher Weise durch 11 getheilt (4); so bleibt

eine siliqua als Rest und der Quotient ist 9^*2 yj, ttVs-

So enthält der Quotient zwar Brüche, aber dieselben liegen in

den Benennungen und die Rechnung ist dieselbe wie mit ganzen

Zahlen. Für ^\, ^] ^
gab es besondere Zeichen, für x^^s aber keines;

es wurde daher das Zeichen der siliqua zwei mal gesetzt. Ebenso gut

hätte man die Ziffer 1 und 2 verwenden und nur dem Resultat die

treffenden Benennungen geben können.

173) Dass man frühzeitig merkte, dass die Minutienzeichen

überflüssig waren bei dem Rechnen mit Columnen, dies beweist A2.

Nachdem in der oben (166) angegebenen Weise 144000 durch 12 ge-

theilt ist, werden die 12 asses in 24 semisses aufgelöst und 24 so

mit 12 dividirt, dass 12 semisses wieder als Rest benützt werden.

Die Division geschieht aber mit den Ziffern und nur die Resultate

erhalten die Benennungen. So kommt es von den semisses auf qua-

drantes, unciae, semunciae, sicilici, dragmae, scripuli, oboli, cerates,

calci. Es wird aber immer nur mit 12 in 24 oder in 36 und zwar

mit Anwendung der Differenz dividirt.

Aehnlich wird in verfahren, aber es tritt zugleich an den Tag,

dass der Verfasser die Namen der Minutien nicht versteht und längst

Vergessenes wieder hervorzieht, weil er es in alten Büchern fand. Er

sagt es auch gerade zu, dass seine Zeitgenossen die vocabula minu-

tiarum nicht mehr benützten und ihre Kenntuiss nahe zu ganz auf-

gehört hatte. Das Verfahren der Inder hatte aber inzwischen auch

die Columnen überflüssig gemacht und um so mehr die Minutien-

zeichen, die man auch zu dem Rechnen mit Columnen nicht bedurfte.

174) Das Verfahren der Inder, welches durch Alkhärizmi c. 800

nach Chr. den Arabern bekannt wurde, drang in seinem wesentlichen

Inhalte erst im 12. Jahrhundert zu den abendländischen Christen.

Der Name Alkhärizmi wurde in verschiedener Weise umgestaltet: algo-

ritmi und algorizmi (Li), algoarismi (L2). L3 hat den Titel liber

algorizmi, aber nicht mehr als Genitiv eines Personennamens, sondern

gemeint ist eine ars, quae algorizmus inscribitur. Der Personenname

ging auf die Sache über und Leonardo nennt algorisraum als Verfahren

beim Rechnen. Doch war im 13. und 14. Jahrhundert, in welche Zeit

der cod. Monac. 10273 und Erlang. 378 wohl zu setzen siud, noch
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bekannt, dass dieser Name von einer Person herrührte. Es heisst

dort: hanc scientiam .... edidit (coudidit) . . . philosophus (philosophus

arabius) nomine algus, unde etalgorismus nuncupatur. Der Hauptunter-

schied des neuen Verfahrens gegen die bis dahin gebräuchlichen Methoden

in Bezug auf das Aeussere besteht darin, dass dieselben Mittel, welche

bei den Operationen dienen, auch zur Darstellung der Zahlen, zum
Anschreiben derselben dienen. Daher wird denn auch dies beson-

ders gerühmt: De numero indorum, heisst es in Li, per. IX. lite-

ras, quibus exposuerunt Universum numerum suum. In L2 wird

S. 29 darauf aufmerksam gemacht, dass gezeigt ist: qualiter per dis-

positionem novem prepositarum figurarum et decimi circuli omnis
numerus possit figurari, L3 enthält S. 2 die Stelle: omne, quod

dici aut excogitari potest de numeris, scribi et legi potest bis IX

figuris, additaj ista o, quae cifra vocatur nihil habens significare,

praeter locum absque numero demonstrare. Leonardo endlich be-

ginnt seinen liber abbaci: Novem figurae indorum he sunt 9 8 7

6 5 4 3 2 1. Cum bis itaque novem figuris et cum hoc signo 0,

quod arabice zephirura appellatur, scribitur quilibet numerus.

Es handeln daher die genannten Werke zuerst von der Nume-
ration, wovon bereits oben 102 und 103 die Rede war. Auffallender

Weise ist in Lj S. 5— 6 mitten in den Angaben über die Numeration

ein Abschnitt über das Hinübernehmen der Zehner in die nächst höhere

Stellel, wenn durch Vereinigung von Zahlen in einer Stelle 10 und

darüber sich ergiebt. Da hievongnochmals S. 8 an gehöriger Stelle

bei der Addition die Rede ist, ist es nicht unwahrscheinlich, dass der

Abschnitt auf S. 5— 6 von dem Uebersetzer des Werkes des Alkhä-

rizmi herrührt. Vgl. oben 100 am Ende.

175) Nach der Numeration folgt die Addition. In Li heisst

es nur: Cum volueris addere numerum super numerum etc., in

L2 bereits: primum dicendum de agregatione numerorura, in L3

prima species algorizmi additio dicitur. Leonardo spricht S. 7 von

iunctiones, S. 19 von additatio und collectio, S. 19 und 20 von

summa, aber nur als von der über den Summanden angeschriebenen

Summe. S. 18 u. 53 findet sich das Zeitwort addere. In den üeber-

schriften S. 6 u. 18 findet sich das Wort additio.

Das Verfahren in Li ist folgendes: In 2 Reihen (ordines) wer-

den die zu addirenden Zahlen so angeschrieben, dass Einer unter Ei-

ner, Zehner unter Zehner steht. Dann werden die Ziffern in den ein-

zelnen Stellen vereinigt, für jedes 10 wird 1 in die nächste Stelle

gebracht (erigere ad superiorem differentiam) , was unter oder über 10

st, bleibt in derselben Stelle und bleibt von 10 nichts übrig, so wird
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gesetzt. Ein Beispiel ist nicht gegeben. Im Folgenden wird nur

noch gesagt, dass man bei der augmentatio von der höheren Stelle

anfangen soll (ab altiori difFereutia),

176) Bei L2 ist das gleiche Verfahren wie bei Lj , nur von den

Einern an, auf mehrere Zahlen ausgedehnt und es werden die Zehner

mit articulus, die Einer mit digitus benannt, wie man es bei dem

Rechnen mit Columnen gewohnt war. Das Hinüberzählen der Zehner

in die nächste Stelle heisst in sequenti differentia ponere oder ad

sequeutem differeutiam transferre, transmutare. Die obersten Posten

wurden getilgt, wie ausdrücklich gesagt ist. Dass nach der Addition

auch die übrigen Posten getilgt wurden, lässt sich daraus vermuthen,

dass bei den Summen die Summanden nicht mehr dargestellt sind.

Als Beispiel wird nämlich 625
586

gegeben und, nachdem das Ver-

fahren angegeben ist, als Summe
[

121 1
|

angegeben. Diese erhält

man dadurch, dass an Stelle der obersten Summanden die betreffende

Ziffer oder Null gesetzt wird, der hinüberzunehmende Zehner aber

über die oberste vorhandene Ziffer zunächst geschrieben und dann mit

dieser wieder getilgt wird, bei der letzten Stelle aber wird der hin-

überkommende Zehner sogleich nebenan geschrieben. So sehr hatte

man sich auf den Linien und bei den Columnen an das Verschwinden

der Summanden gewöhnt, dass man sie lange Zeit auch dann noch

tilgte, als es nicht mehr nöthig war. Doch ist S. 34 unter dem Rest

der Subtrahend noch mit angeschrieben , so dass man also bald die

nicht mehr uöthigen Ziffern tilgte, bald nicht. Weitere Beispiele für

die Addition sind noch 601
586
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177) In L3 findet sich bereits eine Definition der Addition:

Additio nil aliud est quam ex diversis numeris unum consummare.

Das Verfahren ist wie bei L2. Hervorzuheben ist, dass die Summan-

den zuerst in römischen Zahlzeichen oder in Worten ausgedrückt

sind (sexcentis LX. VI. addamus CXLIIII) und dann erst in Zififern

^ ii, was der obigen (176) Vermuthung eines 2 maligen Anschreibens

einige Stütze giebt, wiewohl der Wechsel in den Zahlzeichen auch

durch den lateinischen Text veranlasst sein kann. Notirte man aber

wirklich zuerst die Zahl in römischen oder in Gobarzififern und schrieb

sie dann zur Rechnung nochmals an, so setzte man damit nur eine

alte Gewohnheit fort, da man beim Rechnen mit Linien und Columnen

die Zahlen, die in Rechnung kamen, notirt haben, und dann dieselben

für die Rechnung mit Kuöpfchen oder Steinchen oder mit Zeichen in

den Columnen darstellen musste. — Ferner ist in Lo angegeben,

welches Aussehen die Rechnung in ihrem Verlauf hatte, nämlich nach
f\'7C\ 710

der Addition der Einer -. i., nach der der Zehner -..i, nach|der der

Hunderter 810. Von letzterem heisst es: et erit haec summa, wäh-

rend in L2 der Ausdruck Summe noch umschrieben wird.

Die Probe wird durch Subtraktion der Zahl gemacht, die man

addirt hat.

Als weiteres Beispiel wird die Addition von 1 zu 999 aus-

geführt.

178) Leonardo giebt zuerst S. 6 gleichsam als Vorübung
die Tabelle:

2 et 2 fiunt 4

2 3 5

u. s. w. bis

2 10 12

dann unter der üeberschrift ianua ternarii 3 et 3 fiunt 6

3 4 7

u. s. w. bis

3 10 13

dann ebenso die übrigen ianuae bis 9 et 9 fiunt 18

9 10 19.

Diesen folgen die entsprechenden Tabellen für die Zehner, aber

nur bis 90; also

20 et 20 fiunt 40 u. s. f. bis 90 et 90 fiunt 180

20 30 50

u. s. w, bis

20 90 110,
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Von diesen Tabellen fordert er, dass sie auswendig gelernt

und an den Fingern eingeübt werden, ut animus pariter cum ma-

nibus . . . expeditior fiat.

Nachdem er hierauf von der Multiplication gehandelt, kommt er

Seite 18 zur eigentlichen Addition von ganzen Zahlen. Stelle (gra-

dus) wird unter Stelle geschrieben, addirt wird von unten auf, die

Summe kommt oben hin, die hinüber zu zählenden Zahlen werden

an den Fingern gemerkt (decenas (sie) in manu reservet sc. der

Rechnende), Die gegebenen Beispiele sind:

123
4567

511110

4321
506789

25

49
I

Als Probe wird die Neun erprobe angewendet

(accipiat pensam per novenarium), wobei der bleibende

Rest (s. S. 8 m.) pensa vel portio heisst. Diese Art der

Probe wird S. 20 durch Beiziehung von Strecken als

Darstellungen von Zahlen begründet; aber auf derselben

Seite unten wird bemerkt, dass man bei vielen Zahlen ebenso

schnell die summa nochmals bilden als die pensa her-

stellen kann. Schon S. 8 ist au einem Beispiel klar gemacht, dass

Neun von der Summe der Ziffern (figurae) wegzunehmen ist.

Nachdem S. 21 das Verfahren bei

der Addition überhaupt erklärt ist, wird

noch ein Beispiel von Additiou mit be-

nannten Zahlen gegeben, nämlich in

librae zu 20 soldi, jeden zu 12 denarii.

Die Darstellung steht auf S. 22.

Die Zahlen, welche von einer Reihe

(pagina) in die andere hinüber zu zäh-

len sind, werden unten, die Summe

oben angeschrieben.

179) Von der Subtraktion, di-

minutio, finden sich bei Lj die Re-

geln und die Beispiele zum Theil. Er-

stere erwähnen das Entlehnen oben bei

der nächsten Stelle, aber ohne klar aus-

zusprechen, ob der Subtrahend von 10

oder der Summe von 10 und der kleineren

oberen Ziffer, oder ob diese von der unteren und erst der Rest von

10 abzuziehen ist; ferner erwähnen sie das Entlehnen bei der zweit-

nächsten Stelle, wodurch 9 in die nächste kommt, und endlich das

Friedlein, element. Anthm. 9

368
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Anfangen von der höheren Stelle. Von den 3 modi, welche bei den

6422
Beispielen versprochen sind, findet sich nur ooii mit dem Rest 3211,

und von -. i^ findet sich nur mehr die Angabe, das Weitere und

alle Darstellungen der Zahlen fehlen.

180) In L2 finden sich neben dem Namen diminutio die Aus-

drücke m innen s, für Subtrahend, und minuendus. Angefangen

wird das Subtrahiren bei der ultima diiferentia ; wenn nöthig, wird bei

der nächsten oder irgend einer weiteren Stelle entlehnt, die untere

Ziffer von 10 subtrahirt und der Rest zur oberen, wenn eine solche

vorhanden ist, addirt; im Beispiel aber wird 10 zur oberen Ziffer ad-

"12025"
dirt und dann die untere Ziffer subtrahirt.

3604

nicht, also 1 entlehnt, 10 + 2 = 12, 12— 3 = 9.

3 von 2 geht

Bild (nach der

Beschreibung:
9025
3604

6 von geht nicht, 1 entlehnt und 8 zurück-

gelasssen, 10 — 6 = 4. Bild (n. d. B.)
8425
3604

Von 2 in der 2. Stelle

wird nichts abgezogen. 5— 4 = 1. Rest.
I

8421

Zweites Beispiel
144 , Rest

I

1300
I
; drittes Beispiel

10000
15

Rest -j- , wobei für alle Stellen je 1 entlehnt und dann 1 von

9, 5 von 10 subtrahirt wird. Von einem weiteren Beispiel ist nur

der Minuend 200000 noch vorhanden.

Nach der Bemerkung, dass articulus üb i nascitur non

rem an et und dass man beim Addiren und Subtrahiren von der ersten

oder letzten Stelle anfangen kann, wie man will, wird als Probe

die Addition der unteren Zahl zum Rest angegeben und die Neun er-

probe.

181) In L3 ist die subtractio nur als Probe der Addition er-

wähnt. ':/^ 4 von geht nicht, 1 entlehnt in der 2. Stelle,

10 — 4=r0, in die 1. Stelle, in die zweite 0. Daher hat man

j^^; 4 von geht nicht, 1 von 8 entlehnt bleibt 7, 10— 4= 6, also

J^^;
7— 1=6, also

lll.
2. Beispiel: 1000—1= 999.

Leonardo gebraucht S. 22— 23 die Ausdrücke extrahere

und ext

r

actio, minor und maior numerus. Er beginnt die Opera-

tion bei der 1. Stelle (der Einer), nimmt zu einer kleineren oberen
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Zahl 10, zieht von der Summe (de coniuncto numero) die untere ab,

merkt sich 1 mit den Fingern (in manu unitas erit reservanda) und

zählt es zur nächsten unteren Ziffer dazu.

9 von 5 geht nicht; 10 + 5= 15

15— 9= 6

3 + 1= 4, 8—4=4.
— 2 geht nicht

JL 9-5=4
89
35

— 3= 5

46

85
39

312 |2
—0=2

|_28_8_

|~392r| 9— 8= 1
I

3"8Ö

|___80_| 3 wird binaufgeschrieben.] 92

9 + 1= 10, 8— 10 geht nicht,

10 + 0=10
10— 2= 8

Die Probe wird durch Herstellung der pensa für 9 gemacht.

182) "Wie bei dem Rechnen auf wagrechten Linien (s. oben 140)

findet sich auch bei dem Rechnen mit den 9 Ziffern und der Null die

duplatio und mediatio. Hier scheint der Anlass dazu in den

astronomischen Rechnungen zu liegen, bei denen das Halbiren und

Verdoppeln der Grade, Minuten, Sekunden u. s. w. häufig vorzuneh-

men ist. In L2 wird als Grund der gesonderten Behandlung des du-

plare und mediare angegeben: quia necessaria sunt ad invenieudam

radicem. Die Quadratwurzel wurde aber zuerst mit Sexagesimaltheilen

methodisch ausgezogen. S. oben 115 und 120. Es weist ferner

darauf auch die Anweisung hin, welche in Li S. 10 über das mediare

gegeben ist. Dieselbe sagt, dass man bei der ersten Stelle anfangen,

und wenn eine ungerade Zahl darin steht, die gerade Zahl halbiren,

für das bleibende 1 aber unter dieselbe Stelle 30 setzen soll, als

Hälfte der 60 Theile, welche 1 ausmachen. Hier ist die Einwirkung

der Rechnungen im Sexagesimalsystem (s. oben 116) unverkenn-

bar. — Bei ungeraden Zahlen in den folgenden Stelleu wird für das

übrig bleibende 1 in die nächstvorhergehende Stelle 5 gesetzt; das-

selbe geschieht, wenn in einer Stelle 1 steht, für welches in der

nämlichen Stelle zu setzen ist. — Ein Beispiel wird nicht gegeben;
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ebensowenig von der duplatio, für welche die ganze Anweisung in

den Worten besteht: Et cum volueris duplare, incipe a superiori

differentia et dupla; et cum numerus crescendo excesserit .x., fac de

decem unum , et pone eum in sequenti differentia, et iuvenies , si Dens

voluerit. Die Neun erprobe wird für die duplatio S. 12 angegeben.

183) Nach Lo beginnt die duplicatio (S. 35— 36) bei der

letzten Stelle, und die Produkte werden behandelt wie die Summen
bei der Addition. Das Beispiel 978 . 2 wird in folgender Weise aus-

gerechnet. 2. 9 = 18 (Bild: 1878), 2. 7 = 14, l + 8=:9 (Bild: 1948)

2.8= 16, 1 + 4= 5, also Ergebuiss pl955
|.

Die Probe erfolgt durch Halbiren oder durch die Neunerprobe.

Die mediatio findet statt wie bei L^. Das Beispiel 9783:2

wird in folgender Weise behandelt. Die Hälfte von 3 ist 1 und die

Hälfte von 1; also erhält man oq, die Hälfte von 8 ist 4 also

oA , die Hälfte von 7 ist 3 und die Hälfte von 1 , für welche 5 zu 4

addirt wird, also oqi die Hälfte von 9 ist 4 und die Hälfte von 1,

für welche 5 zu 3 addirt wird , also Ergebniss oq • Als ein zwei-

ter Weg wird angegeben, die Hälfte der einzelnen Ziffern so zuerst

anzuschreiben, dass man die Ganzen von den Hälften unter dieZifi'ern,

die von ungeraden Ziffern kommenden 5 aber darüber schreibt

und dann addirt, so dass zunächst folgende Darstellung sich ergiebt:

Die Probe erfolgt durch Verdoppelung oder dadurch, dass

0700 man die Ziffern der zu halbirenden Zahl sich merkt und dann

434 L nachsieht, ob die der halbirten die Hälfte der ersteren sind,

30
I d. h. also indem man nochmals nachrechnet nur etwa in einer

anderen Aufeinanderfolge.

184) In L3 wird zur dupplatio die Zahl 2 mal angeschrieben

, TT , T3 532 . , K 1032 0,0 1062 p,p 1064 T^. .-
und addirt z. B. ^^21 5 + 5, ^^2' 3 + ö, ^^25 ^^ + ^1 532" ^^^ "^

midiatio wird nur als Probe der dupplatio gegeben und besteht im

,, Q ,, , . 1064 . o 1062 . o 1032 .^ ,532
blossen bubtrahiren r 09 , 4— Z, cq2i d — 0, ^^2' -L^— ^, 532*

Charakteristisch für die ganze Arbeit ist die hieran angereihte

Bemerkung. Nota: sicut omnis numerus potest dupplari, sie et potest

dimidiari, excepta unitate, quae quidem potest dupplari sed non

dimidiari, in quo magnum latet sacramentum. Wer Lust zu

Proben derartiger Weisheit hat, für den ist diese Arbeit eine reiche

Fundgrube, insbesondere die explanatio super algorizmum, für deren

Lesbarkeit Cantor das Möglichste gethan hat.
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Leonardo behandelt das Verdoppeln und Halbiren nicht, wie er

auch das Rechnen mit den Sexagesimaltheilen nicht verwendet.

185) Für die Multiplication (S. 10— 13) stellt L^ die For-

derung der festen Kenntuiss der Produkte aus Einern mit Einern, also

die Kenntniss des einfachen Einmaleins. Das Beispiel 2326 . 214

wird nach dem Wortlaut des Textes in folgender Weise angeschrie-

ben: 2326. Die Ausrechnimg wird nicht gegeben, sondern nur im
214

allgemeinen ausgesprochen. Darnach rechnete man: 2.2, 2.1, 2.4

und schrieb die Produkte darüber:

428 ; hierauf rückte man die untere Zahl um eine Stelle nach rechts

2326
214

und rechnete weiter 3.2,3.1,3.4:
1 4

63 ; in ähnlicher Weise erhielt man 1

4282 632
2326 42828

214 2326
1 214
4
122
6326
428284

und 2326; durch Addition der ZifFern der Einzelprodukte er-

214
497764

giebt sich 2326. Befinden sich in der oberen Zahl Nullen, dann
214

wird die untere Zahl über dieselben hinaus in die nächste Stelle gerückt.

Als Probe wird die Ne anerprobe angewendet.

186) In La wird die Multiplication von S. 38— 41 behandelt.

Die obere Zahl heisst multiplicandus, die untere multiplicans , das Er-

gebniss proveniens summa. Auch hier geht die Forderung voraus, die

Produkte (multiplicatiouis summa) aus den digiti zu kennen. Verfah-

ren wird, wie bei L^, nur dass die Ziffern, die dort übereinander ge-

schrieben wurden, sogleich addirt und die ZifFern auch an Stelle der

Ziffern des Multiplicanden gesetzt werden, so dass sich folgende For-

men ergeben:

104 20604 21424
206 206 206.

Als Probe wird die Neunerprobe genannt, und die Division des

Produktes mit dem einen Faktor.

L3 setzt als bekannt (ex usu sciuntur) die Produkte 5.5, 4.4,

3.3, 2.2, 1.1 voraus; 6 . 6 u. s. w. werden nach folgender Regel

gebildet : Man schreibt die Zahlen und ihre Differenzen von 10 an z. B.
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/»
f*

. i, zieht die Differenz von der Ziffer ab (6— 4= 2) und setzt den

Rest als articulus an , multiplicirt die Differenzen (4.4 = 16) und

nimmt sie als digitus (10 von 16 kommt zum articulus) 20 + 16 = 36.

Im Text ist nur 9 . 9 und 8 . 8 so ausgerechnet. Bemerkt ist übrigens

auch , dass 9. 9 = 90— 9, 9. 8 = 80— 8.

Das Verfahren ist wie bei Lg . ^g^^, 1.1, 1.9, |g^^ , ^^g^,

2.1=2, 2 + 19= 21, ^\f, 2.9 = 18, 1 + 1 = 2, ^^^^ , ^^^^

8.1 = 8, 8 + 8= 16, 1+2= 3, ^^?^, 8 . 9 = 72, 7 + 6 = 13,

1 j_ Q — /i
2432

1 + 3-4, jg

Als Probe wird die Division mit denselben Ziffern genannt.

187) Leonardo schickt S. 6 als eine Art Vorübung das Ein-

maleins in folgender Form voraus:

2 vices 2 fiunt 4 u. s. f. bis 9 vices 9 fiunt 81

2 3 6 9 10 90

u. s. w. bis 10 vices 10 fiunt 100

2 10 20 10 20 200

3 vices 3 fiunt 9

3 4 12

u. s. w. bis

3 10 30.

Dann wird das Kapitel von der Multiplication von S. 7— 19 in

8 Abtheilungen abgehandelt.

Die 1. Abtheilung enthält die Produkte von 2 zifferigen in zwei-

zifferige Zahlen und von einzifferigen in mehrzifferige. Im ersteren

Falle werden die Ziffern untereinander geschrieben, Einer unter Einer

u. s. w. Dann wird die 1. Ziffer mit der 1. multiplicirt, vom Produkt

aber nur der Einer angeschrieben, der Zehner gemerkt. Hierauf wird

die 2. Ziffer mit der 1., die 1. mit der 2. multiplicirt und zum Pro-

dukt der gemerkte Zehner addirt , von der Summe aber nur der Einer

angeschrieben, der Zehner gemerkt und zu dem Produkt aus der 2.

Ziffer in die 2. addirt. Für 12 . 12 ergeben sich also die Formen
4 44 144

(2.2= 4) 12(2.1 + 1.2 = 4)12(1.1 = 1) 12.
12 12 12

9
Ebenso wird 37 . 37 ausgeführt (7 . 7= 49) 37 (7 . 3 + 3 . 7 +

37
69 1369

+ 4= 46) 37 (3.3 + 4=13) 37.
37 37
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Als Probe wird die Neunerprobe vorgenommen. Gelegentlicb

wird S. 8 bemerkt, dass die Summe der Produkte aus den Theilen

einer Zabl mit einem Faktor gleich ist dem Produkt der ganzen Zahl

mit diesem Faktor (36 . 37 . + 1 . 37 = 37 . 37).

Ebenso wird mit 98.98, 70.70, 37.49 verfahren.

Im 2. Falle wird der Einer über den Einer der mehrzifferigen

Zahl gesetzt und gerechnet, wie wir jetzt noch rechnen

^^2 8 . 9 = 72 , 2 angeschrieben 7 gemerkt

49 8.4 = 32 32 + 7=39.

2156
Ebenso 7 und 70 . 81 , wobei zuerst 7 . 81 gerechnet und dem

308

Produkt dann die Null angehängt wird.

In der 2. Abtheilung werden zunächst dreizifferige Zahlen mit

3 zifferigen (tres figuras per tres figuras) multiplicirt. Die Ausführung

ist dieselbe wie bei den 2 zifferigen Zahlen; alle Einzelprodukte, die

für eine Stelle in Betracht kommen, werden im Kopfe und mit Hülfe

der Finger multiplicirt, dann addirt, und nur der Einer der Summe
angeschrieben, das übrige wird gemerkt und bei der folgenden Stelle

mit addirt. So ergeben sich folgende Bilder der Rechnung:

^^^ , 5 . 5 = 25, 345, 2 + 5 . 4 + 4 . 5 = 42, 345 , 4 + 5 .3 + 3.5 +
"^^^

345 345

025 9025 119025
+ 4.4 = 50, 345,5 + 4.3+ 3.4=29, 345, 2 + 3.3 = 11, 345.

345 345 354

Als weitere Beispiele finden sich: 607 . 607, 780 . 780, 900 . 900.

In letzteren beiden werden die Nullen den Faktoren wesfcrenommen

und an das Produkt gesetzt. Ferner findet sich 123.456, 370.451,

320 . 570. Mit den Nullen am Ende wird in der nämlichen Weise wie

vorher verfahren.

In gleicher Weise wird behandelt in der 3. Abtheilung 1234.1234,

2345.6789, 5000.7000, 5100.7430, 2500.3701, in der 4.: 12345.12345,

in der 5. um der rüdes willen: 12345678.87654321 und dazu die

Bemerkung, dass man, wenn die Zahl der Figuren (Ziffern) ungleich

ist, der kleineren Zahl nur Nullen vorzusetzen braucht; doch subtiles

non indigent tali positione zephyrorum. So nimmt Leonardo zwar auf

die langsamen Köpfe Rücksicht, aber so, dass er sich schliesslich an

die guten Köpfe hält. Dies mag ihn abgehalten haben, seinen Mul-

tiplicationen eine solche Form zu geben, dass auch der Schwächste

sie ausführen kann, wie er eine solche auf S. 19 mittheilt.
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Statt dessen giebt er in der 6. und 7. Abtheilung Anweisung,

Produkte von 2 und 3 zifferigen Zahlen cordetenus et in manibus
zu finden. Es sollen nämlich die Faktoren im Kopf behalten werden

und von dem Produkt die Eiuer und Zehner an der linken Hand (s.

oben 5 und 6), die Hunderter und Tausender an der rechteu, die wei-

teren Stellen wieder im Kopf gemerkt werden,

188) Die 8. Abtheilung ist S. 19 in den Anfang der Regeln über

die Addition von ganzen Zahlen hineingerathen. Ein alius modus
multiplicandi valde laudabilis wird dort an den Zahlen 567.4321

gezeigt. Dazu wird hergestellt ein quadrilaterum in forma scacherii,

mit 5 Feldern (puncta) in der Länge, nämlich um 1 mehr, als die

grössere Zahl Ziffern hat und mit 3 in der Breite nach der Zahl der

Ziffern der kleineren Zahl. Die Ausrechnung ist wie bei uns; nur

werden die Theilprodukte nicht eingerückt angeschrieben, sondern da-

für die Zahlen in schräger Richtung (que sibi invicem sunt opposita)

addirt.

2 4 5 7

4 3 2 1

c*

<r>

Solche Formen sind aber nicht nach dem Geschmack des Leo-

nardo, vielmehr liefert er einen Beweis seiner grossen Gewandtheit im

Rechnen S. 379— 380 durch Multiplication von drei Faktoren
auf ein Mal (in una multiplicatione).

12 . 34 . 56 wird in folgender Weise ausgeführt:

2.4 = 8, 8.6 = 48 22848

8 angeschrieben, 4 behalten 12

4 + 8 . 5 = 44, 2 . 3 + 4 . 1 = 10 84

10.6 = 60, 60 + 44 = 104 56

4 angeschrieben, 10 behalten

10 (dasselbe , welches mit 6 multiplicirt wurde) . 5 + 10 = 60

1.3 = 3, 3.6 = 18; 18 + 60 = 78

8 angeschrieben, 7 behalten

7 + 1 . 3 . 5 = 22 ; 2 in die vierte und 2 in die 5. Stelle.

Ferner 123 . 456 . 789 44253432

3.6 = 18, 18.9 = 162 123

2 angeschrieben, 16 behalten 456

18. 8 = 144, 3.5 + 6.2 = 27 789

27 . 9 = 243, 243 + 16 + 144 = 403

3 angeschrieben, 40 behalten

3

2

2
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3.4 + 6.1 + 2.5 = 28,40 + 18.7 = 166

166 + 27.8 = 382,382 + 28.9 = 634

4 angeschrieben, 63 behalten

63 + 27.7 + 28.8 = 476, 2 .4 + 5 . 1 = 13, 13 . 9 = 117, 476 + 117 =
= 593

3 angeschrieben, 59 behalten

59 + 28 . 7 + 13 . 8 = 359, 359 + 1 . 4 . 9 = 395

5 angeschrieben, 39 behalten

39 + 13 . 7 + 1 . 4 . 8 = 162

2 angeschrieben, 16 behalten

16 + 1 . 4 . 7 = 44; 4 in die 7. und 4 in die 8. Stelle.

Es beruht dieses Verfahren auf genauer Beachtung, welche Pro-

dukte aus je 2 Zifiern auf die einzelnen Stellen Einfluss haben und der

Benützung bereits gefundener Summen , die wiederholt zu multiplici-

ren sind.

189) lieber die Division handelt Li von S. 13— 17; der Divi-

dend wird bezeichnet als numerus, quem volueris dividere, der Divisor

als numerus, super quem vis dividere. Ersterer steht über letzterem

BO, dass die letzten Stellen übereinander stehen, wenn die des Divi-

denden grösser als die des Divisors ist; ist dies nicht der Fall, so

kommt die letzte Stelle des Divisors unter die vorletzte Stelle des Di-

videnden. Mit dem durch Versuch gefundenen Quotienten werden die

einzelnen Ziffern des Divisors multiplicirt und die Produkte vom Di-

videnden subtrahirt. Dann wird der Divisor um eine Stelle zurück

gerückt und in der nämlichen Weise wieder verfahren. Bemerkt wird

dazu, dass bei der Division subtrahirt wird, was bei der Multiplication

addirt wird und dass nie der Rest grösser als der Divisor sein darf.

Von dem Beispiel 46468 : 324 fehlt die Darstellung, welche nach der

Beschreibung folgende war : .

46468 1 über 4 (nur dies ist ausgesprochen; wie man 1 findet, ist

324 nicht angedeutet), welches 1 aber auch unter 4 gesetzt werden

kann, 3.1=3, 4-3 = 1, 2. 1 = 2, 6 — 2 = 4, 4.1 = 4, 4— 4 =
also Bild:

1 1

14068, nach Versetzung des Divisors 14068; 4 über 4; 3 . 4 = 12,

324 324

14— 12 = 2,2.4 = 8,20-8 = 12, 4.4 = 16, 126— 16 = 110 also

Bild:

14 14
1108, nach Versetzung des Divisors 1108; 3 über 1, 3.3 = 9,

324 324
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11 — 9 = 2, 2.3 = 6, 20 — 6 = 14, 4.3=12, 148— 12 = 136 also

Bild:

143
136 Quotient: .CXLIII.et .CXXXVI. partes de .CCC.XXIIII. parti-

324 bus uuius.

Weiter wird noch 1800 : 9 besprochen, wobei man genau so wie

vorher verfahren und den Divisor auch unter die Nullen (circuli) setzen

oder zur Abkürzung die Nullen sofort an den Quotienten 2 anreihen

kann.

190) Bei L2 ist das Verfahren im Wesen das Nämliche wie bei

228604
L;. Das erste Beispiel ist no« . Zuerst wird dazu verlangt, eine

Zahl auszudenken, welche 2 dem 22 gleich macht oder möglichst

nahe bringt. Als solche wird 9 genannt, aber nicht bemerkt, dass

dies nur in Berücksichtigung der folgenden Zifiern des Divisors die

gesuchte Zahl ist. 2 . 9 = 18, 22 — 18 = 4, 3 . 9 = 27, von die-

sem Produkt werden die Ziffern einzeln abgezogen 8 — 7 = 1, 4— 2 = 2

(Best 21604), 6 . 9 = 54, 6 — 4 = 2, 5 von 1 geht nicht, wird 1

entlehnt, wodurch aus 2 1 wird, 11 — 5=6 (Rest 16204); nun wird

der Divisor in die nächste Stelle gerückt und in gleicher Weise ver-

fahren. Et invenimus inferiorem dividentem numerum contineri

in dividendo nongenties sexagies octies et insuper .1.5.6. du-

centesime tricesime sexte dividentis. — Hierauf wird noch der Fall

1800 : 9 besprochen und angeführt noch 200000 : 23, wo für 23 wohl

20 zu schreiben ist. Die Ausrechnung ist nämlich nicht gegeben.

Die Probe geschieht durch Multiplication des Ergebnisses der

Division mit dem Divisor und Addition des Restes, oder auch durch

die Neunerprobe.

191) L3 wendet zunächst den Glanz der Rhetorik auf: Divisio

plane dil'ficilis et laboriosa, sed utilis, sed fructuosa, sed iocuuda. Quae-

rit curiosos non fastidiosos, sed iugeniosos. Es werden 3 Reihen ge-

bildet, in der untersten steht der divisor, aut certe dividens no-

minetur, in der mittleren der dividendus, in der dritten egrediens,

2432
aut certe quociens intituletur. Von dem Beispiel ^q wird folgende

1 12 128 128
Darstellung gegeben : 1432 , 532 , 152 , . Die Probe erfolgt durch

19 19 19 19

Multiplication von egrediens und dividens. Als seh wi er ig es Beispiel

wird dann die Aufgabe ausgeführt 100 librae unter 11 mercatores zu

theilen. Es werden nämlich die Reste in die minutiae verwandelt,

1 libra in 40 solidi, 7 solidi in 84 nummi. Um den Rest der 7 nummi
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(s. oben 104) werden 91 Eier gekauft, und da auch hier 3 übrig blei-

ben, bekommt sie der divisor pro mercede aut certe pro sale.

192) Im über abbaci des Leonardo findet sich die Division von

S. 23 bis 47 behandelt. Voran stellt derselbe (S. 24) die Bezeichnung

der Brüche (s. oben 105). Dann giebt er (S. 25 und 26) als intro-

ductiones folgende Tabellen:

2 de 1 est et remanet 1

j 2 1

i 3 1 i

u. s. w. bis

^ 20 10.

Ebenso für | von 1 bis 26, im Original aber sicherlich bis 30;

für \ von 1 bis 40; ferner

1 de 5 est 1 ; ebenso für | von 6 bis 54, im Original sicher-

^10 2 lieh bis 60 ; für \ von 7 bis 70, für ^ von 8 bis

I 15 3 80, für i von 9 bis 90, für Vt von 11 bis 110,

u. s. w. bis für ^\ von 12 bis 120, für -i\ von 13 bis 195,

1 50 10 im Original aber nicht über 130 hinaus, wie

S. 29 ausdrücklich angegeben ist; das Uebrige

hat der Copist beigefügt, weil er Platz hatte.

Hierauf folgt (S. 27—29) die Anweisung zur Division mit einem

Einer und mit 11 und 13, welche Zahlen sich auch in den introduc-

tiones finden. Die Zahl, welche dividirt wird, heisst divisus oder

dividendus, die Zahl, welche dividirt, dividens oder divisor, das Ergeb-

niss procedens oder exiens. Der Divisor wird zwei mal ange-

schrieben, an der Seite unter einem Strich zur Aufnahme des Restes

und unter den Einer des Dividenden. Ebenso wird der Quotient zwei

Mal angeschrieben, zunächst einzeln unter den Dividenden, und dann

zusammen neben den Divisor an der Seite unter dem Strich. Gespro-

chen wird beim Rechnen in folgender Weise : ^ de 3 est 1 et remanet

1, wie es nach den introductiones auswendig zu lernen war. Das

Uebrige ist so, wie noch jetzt. Die Form ist:

1 i 182 Die Probe geschieht durch Multiplication des

365 Divisors mit dem Quotienten.

2 /
182

Als weitere Beispiele werden gegeben: 365 : 3 = J 121, 1346 : 4

= 1 336, 5439 : 5 = i 1087, 9000 : 7 = 4 1285, 10000 : 8 = 1250,

120037 : 9 = j 13337, 12532 : 11 = A 1139, 123586 : 13 z= A 9506.

Bei dem Rechnen mit den Fingern (S. 30) wird der Divi-

dend durch die Finger dargestellt und dann der Reihe nach an seiner
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Stelle der Quotient, während die Reste im Kopf (corde) behalten wer-

den müssen. Als Beispiele werden 7543 : 6 und 8059 : 5 gegeben.

Bei der Division mit 10 wird nur die ZiJBFer des Einers ge-

strichen und als Zähler des Bruches mit dem Nenner 10 vor die übri-

gen ZiflFern geschrieben z. B. 167 : 10 = ^\ 16, 1673 : 10 = -fV 167.

193) Ehe Leonardo auf die Division mit 2 und mehr Ziffern ein-

geht, unterscheidet er die Zahlen in incompositi oder primi und in

compositi (epipedi, superficiales). Die Art und Weise nämlich, auf

welche er die Brüche behandelt, macht die Division mit Primzahlen
für ihn besonders bedeutend, und so giebt er nicht nur eine Tabelle

derselben von 11 bis 97 (S. 31), sondern nimmt sie zunächst als Divi-

soren in den folgenden Beispielen. Als Bezeichnung derselben bei

den Arabern nennt er hasam, bei den Griechen coris canon d. h.

XooQi^? X a V 6 y o) p, für welchen Gebrauch ich bisher keine Stelle aus

einem griechischen Autor angegeben finden konnte ; er selbst bezeichnet

dieselben mit qui sunt sine regulis.

Das Verfahren zeigt folgendes Beispiel, 18456 : 17.

4 17
^085

169
18456

17

1085

iV von 18 ist 1 und es bleibt 1; der Quotient 1 kommt unter 8, der Rest

1 darüber; 14<17, also unter 4; um j',^ von 145 zu bestimmen, nehme

man den nächst höheren Zehner zu 17, also 20, lasse von 20 die Null

von 145 5 weg und dividire 14 durch 2 ; der Quotient ist dann die

gesuchte Zahl, oder diese ist um 1 noch grösser, wie es hier der Fall

ist. Es bleibt also neben der Methode noch der Versuch bestehen,

was Leonardo durch ipsum arbitrium ex arte habere ausdrückt. Der

Quotient 8 kommt unter 5, die Subtraktion von 8 . 17 erfolgt allmäh-

lig, nämlich 8 . 1 = 8, 14 — 8 = 6, über 4, 8 . 7 = 56, 65 — 56 = 9,

über 5. 2 in 9 = ^ 4, also wird 5 unter 6 geschrieben; 5.1=5,
9 — 5 = 4, über 9, 5 , 7 = 35, 46 — 35 = 11, über das 17 an der

Seite, und vor den Bruch noch die Ganzen.

Ebenso wird 18456 : 19 ausgeführt: woran sich die Bemerkung

reiht, dass man bei 17, 19, 29, 37, 47, 59, 67, 79, 89, 97 mit dem
nächst höheren Zehner dividirt und den Quotienten unter Umständen

auch um 1 erhöhen muss, bei 23, 31, 41, 43, 53, 61, 71, 73, 83 aber

mit dem nächst niederen Zehner dividirt, den Quotienten aber unter

Umständen um 1 zu vermindern hat.

Für 13976:23 wird die Neunerprobe gemacht und beigesetzt,
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dass man Proben auch mit 7 und allen Primzahlen vornehmen könne.

So wird gleich bei dem nächsten Beispiel 24059 : 31 = ^\ 776 die

Probe mit 7 in folgender "Weise gemacht: i . 24 giebt als Rest 3,

I . 30 2, I . 25 4, i . 49 0, welches die peusa des Dividenden ist.

Die pensa von 776 ist 0, die von 31 3, 3 . 6 =: 18, die pensa davon

4, 4 + 3 (Zähler des Bruches) =: 7, die pensa davon wieder 0, gleich

der des Dividenden.

Als weitere Beispiele folgen noch: 780005 : 59 und 5917200:97.

194) Wie der Division mit 2 zifferigeu Primzahlen eine Tabelle

derselben vorhergeht, so schickt Leonardo (S. 37J der Division mit zu-

sammengesetzten Zahlen eine Tabelle der Zerlegungen der zweizifferi-

gen zusammengesetzten Zahlen von 12 bis 100 in Faktoren voraus, in

der Art, dass in der Regel Zerlegung in 2 Faktoren, den kleinsten

und grössteu oder in Primzahl und die zugehörige Zahl, oder in 2

gleiche Faktoren oder sonst nach Gutdünken stattfindet, aber bei 75,

84, 96, 98 in 3 Faktoren; die Form zeigen folgende Beispiele:

12
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minor statt primo zu schreiben ist. Als Beispiele werden die Zahlen

805, 957, 951, 873, 1469, 2543, 624481 behandelt und bei letzterer

Zahl die Probe mit 7 gemacht.

Für das Auffinden der Faktoren einer geraden Zahl wird

zunächst die Herstellung der pensa für 9 genannt. Ist diese 0, so

enthält die Zahl einen 9. Theil, ist sie 3 oder 6, einen 6. Weitere

Regeln sind: Dividirt man die durch Einer und Zehner dargestellte

Zahl mit 8 und ist der Rest 0, dann ist, wenn die dritte Ziffer eine

gerade Zahl ist, die ganze Zahl durch 8, wenn ungerade, durch 4

theilbar; ist der Rest 4 und die dritte Ziffer eine ungerade Zahl, dann

ist die ganze Zahl durch 8, ist sie aber eine gerade Zahl, nur durch

4 theilbar; ist endlich der Rest 2 oder 6, dann kann man nur mit 2

theileu.

Es ist also diese Regel so gestellt, dass man von den Faktoren

8, 4, 2 zuerst den grössten finden muss, wenn er überhaupt vorhanden

ist, so dass wiederholtes Dividiren mit 2 vermieden ist. Die ungeraden

Zahlen, auf welche man bei solchem Verfahren kommt, werden nach

der vorstehenden Regel behandelt und jede Null am Ende der Zahlen

zeigt, dass die Zahl einen 10. Theil hat. Zu Beispielen dienen 126,

156, 2112, wobei die zunächst gefundene Zerlegung j—^

—

q-j^ in

ö—o

—

ö~Yf
umgewandelt wird (coaptatur oder coattatur), weil 8 gros-

ser als 6, 4644, 13652, 15560 = ^-^-^, 32600 = l'^^^^
7KAama - ^ ^7546000 _ 2~7 -^-^-^^-jQ-^-^^j- .

195) Nach diesen Vorbereitungen kann Leonardo die Division

mit zusammengesetzten Divisoren durch wiederholte Division mit den

einzelnen Faktoren ausführen, wobei ihm die Darstellung der Brüche,

deren er sich bedient, zu Nutzen kommt. So wird (S. 41} 749 : 75

dadurch ausgeführt, dass zu 75 die regula o

—

f—c hergestellt, dann

mit 3 dividirt wird. Es ergiebt sich 249 und als Rest 2, welcher Rest

auf dem Bruchstrich an der Seite über 3 notirt wird. 5 in 249 giebt

49 und als Rest 4, welcher auf dem Bruchstrich über 5 kommt; end-

lich 5 in 49 9 mal und Rest 4, welches über das zweite 5 kommt. So

2 4 4 2 4 4
ergiebt sich als Quotient 5

—

f,

—= 9 d. h. 9 + tt^-k + rF -I- "e-ö 0.5.0 5.5 5

74 f» 3 6= 9 ^. Ebenso findet sich 67898 : 1760 = o-^-iTT-iT 38. Hier-
75 2 8 10 11
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über wird die Probe durch Division mit 13 gemacht und davor ge-

warnt zu dieser Probe eine Zahl zu benutzen, die als Divisor vorkam,

weil sich Nullen als pensa ergeben, aus denen auf die Richtigkeit der

Rechnung nicht geschlossen werden kann. Endlich wird noch daraul

aufmerksam gemacht, dass man zuerst mit den Faktoren des Divisors

dividiren soll, die auch Faktoren des Dividenden sind, weil dann als

Rest sich ergiebt, was nicht augeschrieben zu werden braucht. 81540

:

.8190- -0__0- 3_12 9 _ 3_12
•
°^^" — 10 9 7 13 ^ — 7 13

196) Der Vollständigkeit vi^egen folgen nun noch (S. 43 — 47)

Divisionen mit 3 und raehrzitferigen Primzahlen. Das Verfahren

ist im Wesentlichen dasselbe wie oben 193. Zur Erleichterung des

Auffindens des Quotienten bei dreizifferigem Divisor wird die Division

mit dem nächsten, höheren oder niederen, Hunderter angerathen.

Die Beispiele sind: 1349 : 257, 30749 : 307, 574930 : 563,

5950000 : 743, 17849 : 1973, 1235689 : 4007.

Zum Schluss wird noch darauf hingewiesen, dass man die Probe
auch dadurch machen kann, dass man den Quotienten mit dem Divisor

multiplicirt und den Rest addirt.

Es tritt also bei Leonardo das gewöhnliche schulmässige Verfah-

ren zurück und seine Stelle nimmt ein Verfahren ein, welches auf

möglichst kurzem Weg das Resultat in einer leicht fassbaren Form

ergiebt und zugleich einen Blick in die Beschaffenheit der Zahlen zu-

lässt, mit denen man zu thun hat.

197) Ehe vom Wurzelausziehen gesprochen werden kann,

ist von der Behandlung der Brüche zu reden.

Li kommt auf die eigentlichen Brüche (fractiones extra minuta

vel secunda, ut sunt quarte et septirae ac cetere partes his similes)

erst da, wo das Werk abgebrochen ist. Von S. 23 ist nur zu ent-

nehmen, dass 4' . ^' r=: ^|" und wie 3^ und 8fV angeschrieben wird.

Vgl. oben 104 und unten 199. Es wird nämlich das Rechnen mit den

Sexagesimalbrüchen gezeigt, und dieses als von den Indern an-

genommen dargestellt (indi posuerunt exitum partium suarum ex

sexaginta. S. 17). Die Benennungen sind gradus, minuta, secunda,

tertia, quarta etc. Zuerst wird von der Benennung des Produktes aus

aus solchen Theilen gehandelt, und als Beispiele werden gegeben

20 .
2' = 4', 30 .

Q'^' = m'\ 6'
. T = i2", !•'

. 9' = 63"\ l^o
. 1^" =

= 90' . 90' = 8100" = 2«^ 15' = 2i", 2° 45' . 3° 10' 30" = 165' .

11430" = 1885950'" = 8^ 43' 52" 30'". Bei der Division wird

gleiche Benennung hergestellt im Dividend und Divisor, so dass der

Quotient in Graden ausgedrückt ist. 15'" :
6"' = 2^^ 10" :

5' = 10":
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: 300" = 00 2' (im Text unrichtig 2"), 10' :
5'" = 36000'" :

5'" =
= 72000.

Hierauf erst wird vom Anschreiben der Sexagesimalbrüche

gehandelt, und kurz vom colligere, minuere, duplare und mediare.

198) L2 giebt (S. 49—56) zum Theil mit den nämlichen Worten

ja mit demselben Fehler (2" statt 2') dasselbe, was bei Lj S. 17 — 22

sich findet. Es ist aber dabei das Schema gegeben, in welchem die Se-

xagesimaltheile angeschrieben wurden, nämlich:

Daraus, dass für die fehlenden Terzen zwei

Nullen geschrieben sind, lässt sich vermuthen,

dass, wenn nur ein Einer zu schreiben war, die

Stelle des Zehners auch durch eine Null ausge-

füllt wurde. Es ist aber darüber nichts gesagt,

ebenso wenig, wie die Summanden, oder Mi-

nuend und Subtrahend neben oder untereinan-

der geschrieben wurden, oder ob dieses überhaupt geschah.

Von S. 56— 72 werden die gemeinen Brüche behandelt. Der

Zähler hat den Namen numerus, der Nenner deuominatio, Multiplicand

und Multiplicator, Dividend und Divisor werden in 2 Reihen oder Sei-

ten einander gegenübergestellt, da nicht blos Ganze mit je einem

Bruche, sondern mit 2 und mehr Brüchen in Rechnung kommen, das

Produkt aller auf einer Seite vorkommenden Nenner heisst numerus

denominationis, das Produkt aus den Produkten der beiden Seiten nu-

merus communis. Der Zähler, den man aus den Ganzen und den ein-

zelnen Zählern erhält, wenn man sie auf den Hauptnenner bringt,

heisst numerus collectionis. Die Herstellung desselben geschieht für

8 + J 4- 5 in folgender Weise.

Gradus
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werden und für diesen der numerus collectionis. Darnach ergiebt sich

für (8 + 3^ + i + i) . (3 + ^ + i ) folgende Rechnung

:

1. Reihe num. denom. 2 . 4 . 5 =: 408
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8
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Bräche giebt Leonardo S. 47—83. Er beginnt mit der Miiltiplica-

tion von Ganzen mit einfachen Brüchen; das Verfahren ist dasselbe

wie jetzt, die äussere Form die nachstehende:

3 . 22 + 1 = 67

23
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215

13

875

24

5

8 . 13 + 3 =: 107, 2

9 . 24 + 2 = 218, 4

215 . 875 = 188125.

107 + 1 = 215

218 + 3 =r 875

Statt mit 2

—

j
—

ö—5 wird schöner ge-

rechnet mit

8 8 9
326

1

8 8 9
also

Aehnlich wird mit

188125 :

23515 :



149

Dass diese Tabelle so erhalten ist, wie sie von Leonardo ans-

gieng, scheint nicht anzunehmen zu sein ; wahrscheinlich hat Leonardo

die Summen von allen Brüchen hergestellt mit den Nennern von 2 bis

10, soweit sie kein Heben zulassen.

202) Es folgt nun die Multiplication von Brüchen zwei-

ten Grades auf getrennten Strichen, z, B.

'^^^^
17 . 8 + 5 = 141, 141 . 2 +1 =r 283

^ ^ ^ ^ 17 283 . 9 + 5 = 12735, 2.5+ 1 = 11,
5 9 2

63091
11 . 2 . 8 = 176, 12735 + 176 = 12911.

Ebenso wii-d 63091 erhalten; dann werden

^—^ o~TT ^^ beide Zahlen multiplicirt und das Produkt
5 5 8 11

weiter behandelt nach der Form16 4 12 7 2

2-8-OÖ-lOlÖTT ^^^
^-T^oriT ^^ ^«^^^^ ^^^ ^^^^

100000 ,,, .,

5 9 2 8 5Tm ^umgewandelt wird.

In gleicher Weise werden Beispiele mit Brüchen auf drei Stri-

chen gegeben und zwar ersten, zweiten und dritten Grades.

Darauf erst folgen Multiplicationen von ächten Brüchen (rupti

sine sanis (Ganze)) und zwar in der gewöhnlichen Weise: Zähler mit

Zähler, Nenner mit Nenner, Abkürzung durch Heben. Bei Brüchen 2.

und 3. Grades wird nur der Zähler in eine Zahl vereinigt.

203) Als Beispiel für die Multiplication von Brüchen mit Rin-

gen an dem Bruchstriche (s. oben 105, 2 und 3) wird gegeben

(11 + j + I . ? + i . I . ^) . (22 + ? .
»

. j%).

2572 11 . 9 + 4 = 103 103 . 8 = 824

5 . 4 = 20 824 + 20 =r 844

844 . 3 = 2532 2 . 5 . 4 rr 40

14292 2532 + 40 == 2572.

o^^__i 22 22 . 10 = 220 220 . 9 = 1980
"^ ^ ^^ 1980 . 7 rr: 13860Lm 270 6 . 8 = 48 48 . 9 = 432

^ ^ '^ ^
13860 + 432 — 14292.

Dabei wird auf eine doppelteArt der Vereinfachung von

2 5 4
o—Q—qO aufmerksam gemacht, entweder 9 . 8 =: 72, 72.3=: 216,

I von 216 =r 96, | von 96 =r 60, ^ von 60 = 40, 96 + 60 + 40

IQß 49 18~ ^^^^
2X6 - 54 - tr~9

''^^'" 4. 8 + 5. 4 = 52 52. 3 +
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OK. .o. 196 49 , ,, ., 1 ., ..10
+2.5. 4 =r 195, -ö- = -^1 statt mit r, ^

—q" weiter mit ^ 5

1 8
gereclinet, erhält man von 49 ^

—
q"*

Die Vereinfachung von o,^—^

—

A geschieht durch Multipli-

cation der Zähler und Division mit den Nennern, wobei man hebt, wo

man kann. 6 . 8 . 9 rr 432, mit 9 und 2 lässt sich heben,

24 _ 4 4

35 ~ 5 7'

Endlich werden noch Produkte aus Theilen von Zahlen mit

Brüchen gebildet; z. B. | (29^) . ^\ (^38|). Die Darstellung ist:

621

^ 3 29 . 7 + 4 = 207 , 207 . 3 = 621

7 " 5 38 . 3 + 2 = 116 , 116 . 6 =: 696

696 621 wird dann mit 696 multiplicirt und das

-ö- 38 -yT Produkt mit der Regel —e—7—TT behandelt,

22 ^^ 374
5 7 11

204) Hierauf erst folgen (S. 63—77) die Regeln über die Addition
(additio), Subtraktion (extractio) und Divi s i on (divisio) der Brüche.

Bei einfachen Brüchen z. B. ^ + [ »secundum vulgi modum« wenn
man die Zahl sucht, die ] und ', enthält, nämlich 3 . 4 r= 12; ^ von

12 = 4, \ von 12 — 3, 4 + 3 = 7, also y^.

Leonardo selbst aber rechnet 1.3 = 3 1.4=4 4 + 3 = 7,

3 . 4 = 12, also -i\. Bei der Subtraktion heisst es 3 von 4=1,
also -rV; bei der Division, wird das Verhältniss in ganzen Zahlen

hergestellt und dann dividirt; z. B. ^ : • = 4 : 3 = 1^.

Bei Brüchen über 2 Strichen z. B. ({ + ^) + (| + 5) werden
sogleich die 4 Brüche zusammen addirt; ist aber der zweite Bruch zu

subtrahiren oder mit ihm zu dividiren, dann wird zuerst jedes Paar

für sich addirt und dann subtrahirt und dividirt wie vorher. In glei-

cher Weise wird verfahren, wenn Ganze bei den Brüchen stehen oder

Theile von Ganzen und Brüchen zu nehmen sind z. B. ^ (29?) +
+ 4 (128|). Es findet Herstellung der gleichen Benennung statt und
bei der Division die Zurückführuug des Verhältnisses auf ganze

Zahlen; z. B. (S. 75) statt Vö y 523 durch ^ f 17 zu dividiren, dividirt

man 47149 durch 1581.

Zwischen diesen Regeln findet sich S. 68 der modus inveniendi

minimum meusuraturn datorum quotlibet numerorum z. B. zu ^'^
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9 i T 6 i 'i 3 i- Das Verfahren besteht darin, dass man vom gross-

ten Nenner anfängt, und ihn mit dem nächsten selbst oder nach Weg-

lassung des gemeinsamen Masses multiplicirt, und so immer mit 2

Zahlen weiter rechnet. 10 und 9 haben kein Mass, also 10 . 9 = 90i

90 und 8, Mass 2, also 90 . 4 — 860, 360 und 7 kein Mass, 360 . 7 =
= 2520, 2520 und 6, keine Multiplicatiou, weil 2 in 10, 3 in 9 ent-

halten ist; ebenso bei 5, 4, 3 und 2. Also ist der minimus commen-

suratus 2520.

205) Bei der Art des Leonardo die Brüche zu behandeln, sind

ihm Brüche mit dem Zähler 1 von grosser Bedeutung; es folgt also

noch eine Anweisung (S. 77 — 83) der Umwandlung eines Bruches,

dessen Zähler von 1 verschieden ist, in Brüche mit dem Zähler 1

(disgregatio partium in singulis partibus).

Leonardo macht dabei 7 distiuctioues oder diff erentiae.

Die erste differentia hat drei Abtheilungen (partes); die eine ist sim-

1 R ^ 1 r 1
, R 2 1 „ 1

plex z. r).
Y9 = j' "^® andere composita z. r>. ^-^ =r ^^ — -^0"

T j •
1 . •. -r,

3 _ 3 10
die dritte revoluta composita z. rJ. c—-x — -^

—

^ == -q

—

k~^^

=r -y^. Die zweite differentia hat gleichfalls 3 Abtheilungen; bei

5
der einen ist nur einfache Zerlegung des Zählers nöthig, z. B. -^ rr

_ 2 + 3 1 1 r 1 , : o 3 _ 1
w— =^ -q- "ö~ die andere ist composita z. d. t—if) ^-^ 9^0

10 11....^,., .
,

.,3030
T

—

Y^
= ^7- .rT, die dritte ist revohita composita ^^ ^ ;=r^-j-r-==:

= -K^ TTT. Da diese 2 diflferentiae bei den Arbei-""5 5 10 5 ~ 25 50

ten (in negotiatiouibus) vor den anderen nöthig sind, so wird (S. 79)

eine tabula disgregationis gegeben. Das Zerlegen heisst sin-

gulares partes facere.

Zerlegt sind in der Tabelle die ächten Brüche mit den Neunern

6, 8, 12, 20, 24, 60 und mit den Zählern 1 — 31, 35, 40, 45, endlich

die ächten Brüche mit dem Nenner 100 und den Zählern 1— 10, dann

von 5 zu 5 weiter bis 50, dann 60, 70, 75, 80, 85, 95—99 z. B.

In die dritte differentia gehören die Brüche, bei denen der

2 110
Zähler den um 1 vermehrten Nenner theilt z. B.

11 — 6 6 ir
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2 _ 1__0 1_ 3 \0 _ 3 _^ _ 10 1 . , ,.

3—7 — 2 7 6 7' 7 11 — 11 7 ~ 4 7 44 7-
^''''^ "^'^

Fälle gehören hielier, in welchen sich der Zähler in der angegebenen

Weise zerlegen lässt z. B.

_8_ 6 2 l I I I i 1 1

1 1 11 11 -I !J2 6 ?F 6^ ^11 6 !2*

Die vierte differentia umfasst die Brüche, bei welchen der Nen-

ner eine Primzahl und um 1 vermehrt durch den um 1 verminder-

ten Zähler theilbar ist; z. B. y\ =: j\- -^\, wodurch der Bruch auf die

3. differentia zurückgeführt ist.

Bei der fünften differentia ist der Nenner eine gerade Zahl

und um 1 vermehrt durch den um 2 verminderten Zähler theilbar (der

Text ist hier verdorben; es muss heissen et uno plus niaiori dividitur

per duo minus minori) z. B. ^^ = .?^ ./g-, wodurch der Bruch auf

die 1. und 3. differentia reducirt ist. Aehnlich enthält die sechste

Differenz die Brüche, deren Nenner durch 3 theilbar und um 1 ver-

mehrt auch durch den um 3 verminderten Zähler theilbar ist z. B.

11 — :t 11
7T — ^T !ZT'

Die siebente differentia ist für die übrigen Fälle bestimmt,

umfasst aber auch die vorhergehenden. Man dividirt mit dem Zähler

in den Nenner, bestimmt den nächst kleineren Bruch mit dem Zähler

1 und subtrahirt ihn dann; z. B. ,'3, 4 in 13; 3 mal ist zu wenig, 4

mal zu viel, also ist der nächste Bruch
j

; dieses von ^'3 abgezogen

3 .
110 11

bleibt i ^Qi ^'^^^ der_2. differentia = fT '^ -, q
— = ^n "öß 1 ^o

3
dass tV = Z2 -ib' 1- Es ist aber ,

^^ auch =: 5^ und wendet^man

darauf das Verfahren der 7. differentia wieder an, so hat man J« und

1
dieses von ,\ abgezogen giebt als Rest -^ _„- = j^g, so dass ^\

auch :=: 16« Ts^ i"

Endlich wird S. 82—83 noch eine andere allgemeine Re-
gel angegeben. Man multiplicirt den Zähler mit einer Zahl, die viele

Faktoren hat, wie 12, 24, 36, 48, 60 und die grösser als die Hälfte

oder kleiner als das Doppelte des Nenners ist, und dividirt dann wie-

der mit derselben Zahl z. B. g = H'^'- - -^''^- = -^41-
29 29.24 ~~ 29.24 29 24

weil 29 in 408 14 mal enthalten ist und als Rest 2 bleibt. Daraus

T^-u i.pl068 111
erhalt man hierauf =-^

—

^tt --- --— r=
12 29 24 24 348 4 3

'

Letzteres Verfahren übten, wenn ich mich nicht irre, bereits die

alten Römer. S. oben 128 und 129.
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206) Es erübrigt nun noch die Art anzugeben, wie die Qua-

drat- und Cubikwurzeln ausgezogen wurden.

Joannes Hispalensis (L2) handelt davon von S. 72 bis 91. Er

definirt die Wurzel in folgender Weise: Kadix cuiuslibet numeri est

quilibet alius numerus, qui in se multiplicatus reddit ipsum, so dass

man also durch 2 . 2, 5 . 5 u. ä. Quadratzahlen erhalte. Solche er-

halte man aber auch durch Multiplication zweier Quadratzahlen z. B.

4 . 9 und ferner wenn der Quotient zweier Zahlen ein Quadrat ist und

man beide miteinander multiplicirt; z. B. •/ = 2', = (H)^; 8 . 18::=

=: 144 = 122. (Ist -^ =: «2 so ist a = ba2 folglich ab =: b2a2.).

Ferner wird in der Einleitung darauf aufmerksam gemacht, dass nur Einer,

Hunderter, Zehntausender u. s. w., Sekunden, Quarten u. s. w. Wurzeln ha-

ben, nicht aber Zehner, Tausender u. s. w. und Minuten, Terzen u.s. w. Das

Verfahren beim Ausziehen der Wurzel aus einer Zahl, ist im Wesen dasselbe

wie jetzt, nur wird, wenn ein Rest bleibt , der Näherungswerth dadurch

bestimmt, dass man den Rest durch das Doppelte der gefundenen gan-

zen Zahl der Wurzel dividirt z. B. V^Ö = Qj\ = 6^, V91345 =
2 = 302;<{',. Die äussere Form soll an dem Bei-

^ spiel \/5625 gezeigt werden.

^^^^ Weil die Zahl der Stellen eine gerade ist

^4, (differentiae pares), so wird zu 56 die Zahl aus-

i4'5 gedacht (excogitare), welche mit sich selbst mul-

' tiplicirt ihr am nächsten kommt; diese ist 7,

und dies wird unter die vorletzte Stelle geschrieben. 7 . 7 = 49,

56 — 49 = 7, an die Stelle von 56, 7 . 2 =r 14, 14 zurückgerückt

unter 72; hierauf die Zahl ausgedacht, welche mit 14 und mit sich

multiplicirt die obenstehende Zahl selbst oder eine möglichst nahe

giebt, diese ist 5, neben 14; 5 . 1 = 5, 7 — 5 := 2, an die Stelle

von 7, 5 . 4 == 20, 2 — 2 (eigentlich 20 — 20) lässt keinen Rest,

5 . 5 = 25, 25 — 25 lässt gleichfalls keinen Rest, 14 : 2 = 7, an

die Stelle von 14; so erhält man 75, welches die gesuchte Wurzel ist.

207) Nach kurzen Andeutungen über Wurzeln und Zahlen, bei

denen eine gerade Anzahl Nullen ohne Zahl vorher übrig bleibt, wie

bei 10000, und über Zahlen, bei denen noch eine Zahl vorhanden ist,

Avie bei 1000012, wird gelehrt, wie man das Quadrat einer Zahl aus

ihren Theilen linden kann, nämlich 72 = (3 + 4)2 = 3,4 +4.3 +
+ 32 + 42 ^ 49; ferner, dass man die gefundene Wurzel mit der

Neunerprobe prüfen kann. Daran reiht sich das Ausziehen der

Wurzel aus den Sexagesim alt heilen (fractioues
)

, die auf die
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kleinste gegebene Benennung gebracht werden, wenn diese eine Wur-
zel hat, und auf die nächst kleinere, wenn dies nicht der Fall ist.

So muss \/2^3''i"~Q"' umgewandelt werden in V26582760"" , da

Terzen keine Wurzel haben.

Darauf folgeu einige Bemerkungen: 1} dass die Benennung
der Wurzel immer die Hälfte der Benennung des Radicanden ist; z. B.

die Wurzel aus Sekunden sind Minuten, 2) dass bei gebrochenen Brü-

chen, die denselben Nenner 2 mal enthalten, die Wurzel ihn nur Imal

\/?enthält, z. B. |/ r- r=r ^, 3) dass wenn der Nenner 4 mal so vor-

kommt, die Wurzel ihn 2 mal enthält, 4) dass 'man die Wurzel um
so genauer erhält, auf eine je kleinere Benennung man die vorliegende

Zahl bringt; z. B. \/2 := \/T20' = \/T2W' = 84' — 1« 24' et ali-

quid m o d i c u m.

208) Bei der Wurzel aus Ganzen und anderen Brüchen, wird zu-

erst der unächte Bruch hergestellt, z. B. \/2 + | -|- ^'^^ ir: Vii- Hier-

auf wird der Nenner rational gemacht Vi'if.sl =^39=^ Iji e^ ^^^~

quid plus. Genauer (verior) aber werde die Wurzel, wenn man den

Bruch ad quartani differentiam d. h, auf 39^ im Nenner bringe, wo-

durch aus 3666 5575986 wird mit der Wurzel 2361 et aliquid plus,

welche noch 2 mal mit 39 zu theilen ist.

Wieder werden einige Bemerkungen eingeschaltet: 1) dass

bei ächten Brüchen die Wurzel grösser ist als Quadrat, 2) dass die

Brüche, deren Nenner ein Quadrat ist, nicht primi, sondern secundi

geueris seien, so die 4tel, 9tel, 16tel
,

ja letztere seien quarti generis

(16 =: 2*), 3) dass \/9' nicht 3' sei; die Wurzel sei bei diesen Brüchen

immer anderer Art als das Quadrat.

209) Endlich wird das Ausziehen einer Wurzel unter Anh an g-

II ng fpreponere nach der arabischen Anschauung) von Nullen ge-

lehrt. Bei der Wurzel lässt man dann so viele Stellen stehen, als die

Hälfte der angehängten Nullen ausmacht, die Stellen, welche über diese

Hälfte darüber vorhanden sind, geben die Grade der Wurzel, die Mi-

nuten, Sekunden u. s. w. werden durch Multiplication der stehen ge-

bliebenen Zahlen mit 60 und Wegnahme der Stellen, die über jener

Hälfte vorhanden sind, der Reihe nach gefunden; z. B. \/2 =
= V^OO 00 00 = 1414 et aliquid modicum. 6 Nullen wurden angehängt,

drei Stellen bleiben stehen, darüber ist 1, also hat man P; 414 . 60 =
= 24840, drei Stellen bleiben stehen, darüber ist 24, also hat man
24'; ebenso findet man 50" 24'". Dass diese Wurzel von der oben
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gefundeneu abweiche, komme daher, dass 2 keine eigentliche Wurzel

habe (quia binarius uon habet veram radicem).

Dasselbe Verfahren, heisst es weiter, kann man auch dann an-

wenden, wenn zu den Gauzen noch fractiones d. h. Minuten , Sekun-

den u. s. w. gegeben sind, indem mau alles auf die kleinste Benennung

bringt, Nulleu anhängt, die Wurzel auszieht und diese wieder auf die

höhereu Benennungen bringt.

210} Auf S. 91-93 giebt Joannes Hispalensis noch au, was mit

Resten angefangen werden kann. Solche ergeben sich beim Divi-

diren, beim Wurzelausziehen und auch dann, wenn eine klei-

nere Zahl durch eine grössere zu dividiren ist. Man sieht, der Glaube,

dass nur eine grössere Zahl dividirt werden kann (ars geometrica

(ßoetius) S. 395, 22—23: Divisores autem maiorum semper minores

constituuntur numeri) nöthigte besonders zu erwähnen, was in

Anderem schon mit inbegriffen ist. Mit solchen Resten nun könne

viererlei geschehen:

1) man multiplicirt mit 60 und verwandelt den Rest in Minuten,

Sekunden u. s. w.,

2) man multiplicirt mit einer beliebigen anderen Zahl, nach der

mau den Rest benennen will, z. B.

:

.150

5 _ l 7 j _ 21

7
~" "'30 ~~ 30'

3) mau benennt den Rest nach dem Divisor; also das Einfachste

erst als drittes

!

4) man benennt den Rest mit 2520 als der Zahl, welche alle Zah-

len von 1 bis 10 als Faktoren enthält. Von dieser müsse mau

aber den 10., 9., 8. Theil u. s. w. im Kopfe (mente) haben,

und desswegen wird eine Tabelle dieser Theile gegeben.

211) Bis hieher scheint mir allein das Werk des Joannes Hispa-

lensis zu reichen; was noch folgt ist ein buntes Gemisch von Excerp-

ten, von deren Sorgfalt schon die Verstümmelungen gleba mutabilia

für algebra und almucabalah eine Andeutung geben.

Doch mag hier noch dasjenige erwähnt sein, was über das ele-

mentare Rechnen darunter sich findet. Ö. 97—98 wird von der multi-

plicatio digitorum in se gehandelt und bemerkt, dass

1) wenn a -< 10, dauu a . a := 10a — (10 — a) a .

2) wenn a < 10, b < 10, a > b, dann ab= 10b — flO— a)b.

Umständlichkeiten ohne Werth. — S. 103 findet sich eine Tafel der

Produkte aus gradns, minuta . . . nona in gradus, minuta .... uona
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und darunter eine Tafel der Produkte von 1 bis 10 in 1 bis 10;

beide in Form von Rechtecken. — S. 104— 106 wird davon gesprochen,

dass der Dividend dem Divisor entweder gleich (Quotient 1), oder

dass er grösser (Quotient, Ganze mit Bruch), oder dass er kleiner ist;

in letzterem Falle werden Proportionen gebildet; z. B. ,*j : 1 r=

=: 6 : 12; ^ : ^ =: 3 : 2 (Im Text unrichtig gegeben mit | rr l),

12 : 9 =: V •' §• — S. 113 werden die Nullen, die vorher z. B. S. 54

circuli heissen, ciffre und S. 114 ziffre genannt. — S. 116 wird

eine Regel für die Multiplication von articuhis in articulum gegeben,

die auch für d: ,ntus in digitum und compositus in compositus gelten

soll, aber nur für erstere Sinn hat, weil es sich um die Stelle des

Produktes aus den Einern handelt, die mit Potenzen von 10 verbunden

sind. — S. 116 — 117 wird 32 . 25 in folgender Weise ausgeführt

25 =
l

. 100, 32 . ; = 8, 8 . 100 — 800 und 25 = ^ . 50, 32 . ^
— 16,

16 . 50 =r 800. — S. 117 wird 16 . 18 multiplicirt 6 . 8 = 48,

10 . 10 = 100, 48 + 100 = 148, 6 + 8 = 14', 14 . 10 = 140,

148 + 140 — 288. — S. 118— 125 werden wieder Regeln über die

Multiplication von digitus, articulus oder limes und compositus gege-

ben und besonders höchst umstäudlich die Stelleu (differentiae) bestimmt,

welche die Produkte aus den Einern zu erhalten haben. Zu beachten

ist dabei höchstens, dass S. 120 die Einzelprodukte von 23 . 64 in

folgender Form angeschrieben sind:

1 2

1 8
12 8

3 . 4
3 . 6

2 . 4, 2 . 6

S. 125 wird gelehrt, wie man durch Division der Anzahl der Stellen

durch 3 und aus den dabei sich ergebenden Resten die Benennung der

höchsten Stelle findet, also die Zahl aussprechen kann. — S. 135—136

endlich werden 8 species der Multiplication mid Division unterschie-

den: 1) Ganze mit Ganzen, 2) Bruch mit Bruch, 3) Br. mit G., 4) G.

mit Br., 5) Br. und G. mit G., 6) Br. und G. mit Br., 7) G. mit G.

und Br., 8) Br. mit G. und Br.

212) Lg erklärt: radicum subtractio necessaria magis quidera

matheuiaticis (Astrologen) quam algoristis. Ergötzlich ist die

Erklärung dazu: His plane ad investigandum constellationis ortum,

istis ad inveniendam radicem numerorum. Noch ergötzlicher aber, so

weit dies bei einem unsinnigen Missbrauch von Bibelstellen sein kann,

ist die explanatio hierüber S. 13 — 14. Trotz aller Nothwendigkeit wird
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aber zuerst vom numerus liuealis, superficialis uud solidus geredet,

vom Simplex uud compositus, und dies mit den Worten entschuldigt:

Fecimus excursum quidem magnum sed necessarium. Endlich kommt

das Wurzelausziehen, woruach bei -V2222 in folgender Weise verfah-

ren wird. Es wird zu 22 die Zahl ausgedacht, welche [im Quadrat]

möglichst viel von 22 wegnimmt; diese ist 4. 4 . 4 := 16, 22— 16=6,
also bleibt noch 622 , 2 . 4 = 8, Ausdenkung von 7, 7 . 8 = 56,

62 — 56 = 6, also bleibt noch 62, 7 . 7 == 49, 62 — 49 = 13;

worauf es heisst: Perpende, quod numerus iste est sine radice.

213) Solchem Scheinwissen gegenüber findet sich bei Leonardo

die wahre Eleganz ächter Wissenschaft. Dieser behandelt die Wur-
zeln von S. 352—387. Für das Bestimmen der Quadratwurzel werden

quedam necessaria, que claves dicuntur, vorausgeschickt, nämlich,

unsere jetzige Bezeichnung angewendet, die Sätze:

Wenn a + b + c =: d dann ist ad -f- bd + cd = d^

> » » » ae + be + ce n: de

» a + b = c » a2 + b2 + 2ab = c2

» » » 2ac + b- = a^ + c^

» » und

d -j- d =: c 2>

a > b » ab -f- (d — b)2 = d2

» a+a=:b » (b+d)d + a2 = (a + d)2.

Die Definition von radix heisst: Radix cuiuslibet numeri est nu-

merus qui, cum in se multiplicatur, facit ipsum numerum. Die Zahlen,

welche Wurzeln haben, heisseu quadrati, die Wurzeln der übrigen

heissen surdae.

Nach der Bemerkung, dass die Wurzeln von 1 und 2 zifferigen

Zahlen (duarum figurarumj einzifferig sind, die von 3 und 4 zifferigen

2 zifferig u, s. w., wird angegeben, wie man eine Wurzel z. B. von

10 geometrisch zeichneu kann, indem man 2 Strecken rr 2 und

5 aueinandersetzt, um die Summe als Durchmesser den Halbkreis be-

schreibt und die Normale im gemeinsamen Punkt beider Strecken bis

zur Peripherie errichtet.

Hierauf wird \/743 ausgerechnet in folgender Form:

14 Da die Wurzel 2 zifferig ist, so kommt ihre erste

36 Ziffer 2 unter 4 und zwar zweimal. 2.2rr4, 7 — 4= 3.

743 Nun ist eine solche Zahl zu finden, dass sie mit 2 . 2

27 multiplicirt und von 34 abgezogen einen Rest lässt, der

27 das Quadrat der Zahl enthält und dazu einen nicht grös-

seren Rest, als das Doppelte der ganzen Wurzel beträgt
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Eine solche ist 7. 7 . 2 + 7 . 2 = 28, 34 — 28, = 6,

7 . 7 = 49, 63 - 49 = 14. Es ist also \/U3 = 27 ^'/.j = 27 ^\.

In ähnlicher Weise wird behandelt V8754 = 93 l^, \/12345 =
= 111 aV, V927435 = 963 ^.'^y^. genauer 963 :,\\ — (3V, )2 . 2(9633Vt)-

Endlich wird -als ein Weg zur annähernden Auffindung einer

Wurzel die Multiplication mit einer Quadratzahl und die Division der

Wurzel durch die Wurzel dieser angegeben; z, B.

V7234 =: V7234 . lOOÖÖ : 100.

Das Folgende giebt eine förmliche Theorie der Wurzelaus-
drücke auf Grund des 10. Buches des Euclides von S. 356 bis 378.

214) Für die Cubikwurzeln wird zuerst mit Hülfe einer durch

einen Punkt g (in Anlehnung an das griechische Alphabet) ge-

theilten Strecke ab der Satz dargethan, dass (unsere kurze Bezeichnung

gebraucht) (a + b)3 z= a^ + b^ + 3a2b + 3ab2. Dann heisst es: Et

cum super haue diffinicionem diucius cogitarem, inveni hunc modum
reperiendi radices secundum quod inferius explicabo, so dass also das

folgende Ausziehen der Cubikwurzel Leonardo's eigene Erfin-

dung ist. Ehe er dazu kommt, wird gezeigt, wie man nach dem

obigen Satz einen Cubus bilden (uumerum cubicare) kann z. B. 12^ =:

= (10 + 2)3.

Dann folgt die Multiplication von 3 Faktoren auf ein Mal, wovon

oben N. 188 die Rede war. Endlich finden sich noch folgende vor-

bereitende Angaben:

1) die von Cubus von 1 bis 10, die man auswendig (cordetenus)

wissen muss,

2) dass die Wurzel von 1,2,3 zifi'erigen Zahlen einzifferig,

» 4, 5, 6 » » 2 •»

» 7, 8, 9 > » 3 »

u. s. w.,

3) wie man die Differenz zwischen dem Cubus einer Zahl (a^)

und dem der nächstfolgenden (a + 1)3 finden kann; nämlich aus

a . (a + 1) . 3 + 1.

3

\/47 wird nun in folgender Weise gefunden. Die Wurzel

aus der nächst grössten Cubikzahl (maior radix) ist 3; 33 rz:

=: 27, 47 — 27—20; 43 — 33 = 37, :f£ > j, also ist annähernd

V27 = 3^ . (3^)3 - 42^ , 47 - 42^. =4- (3 . 3^) .4-42,
4i . ... ^—
r^ ist ungefähr so viel als (quasi) y',y; also ist noch näher \/47 =
=r 3i A = 3i ; 4^ - ((,-,)3 + 3(3])2 Va + 3(3;)(A)^") = t'Ä; es
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fehlt daher nur wenig mehr als i, und überdiess gäbe Q7ö"r"~i^v

—

V

eine weitere Annäherung.

Von den folgenden Beispielen V^OO, V2345, V56789, V456789,

V9876543 soll als Probe das letzte noch mitgetheilt werden.

Leonardo heisst mit Weglassung der letzten 3 Ziffern

1615 zuerst auf einem besonderen Platz die "Wurzel aus 9876 in

9876 der angegebenen Weise suchen ; diese ist aber folgende.

21 Man lässt die letzten 3 Ziffern weg und nimmt die Wurzel

12 von 9; diese ist 2, unter 7, Rest 1, über 9, 3 . 22 == 12,

3 unter 18. Nun ist eine solche Zahl zu suchen , dass nicht

1 nur ihr Produkt mit 12, sondern vom Rest ihr 3faches Qua-

drat, mit 2 multiplicirt , und von diesem Rest wieder ihr

Cubus kann abgezogen werden, aber so, dass der Rest auch wieder

nicht grösser ist als das 3 fache Produkt aus der gefundenen Wurzel

in die folgende Zahl, wozu Leonardo selbst bemerkt (S. 381): quam
figuram in venire non poteris nisi ex usitato arbitrio

Hier ist sie 1, unter 6, 1 . 12 = 12, 18 - 12 = 6, über 8, 1.1.3= 3,

unter 1, 2 . 3 = 6, 7 — 6 = 1, über 7, 1^ =: 1, unter 3, 6 — 1 = 5,

über 6; also Wurzel 21, Rest 615. Es wird nun 21 unter 54 geschrie-

6 ben und 615 über 876; 3 . 21^ = 1323, unter 8765; hier-

77 auf wird, wie vorher 1 hier 4 gefunden und neben 21 ge-

J^i":! schrieben.
863

2979 4.1=4, 6—4= 2, über 6,

61536 4 . 3 = 12, 21 — 12 = 9, » 1,

^^^^lll
4.2= 8, 95 - 8 = 87, » 95,

1323 4 . 3 = 12, 875 — 12 = 863, » 875,

48 3 . 42 = 48 unter 14.

(48 . 21) 4.2=8, 86 — 8 = 78 über 86,

4.1=4, 783 — 4 = 779 :> 783,

8 . 2 = 16, 779 — 16 = 763 » 779,

8.1= 8, 7634 — 8 = 7626 » 7634,

43 = 64, 76263 — 64 = 76199, welche Zahl der Rest ist zur Wur-
zel 214.

Leonardo schrieb also nur die nöthigsten Zahlen an und rechnete

dazu aus dem Kopf oder mit den Fingern, wie es sich auch bei den

übrigen Operationen ergab. Der Gang der Rechnung ist klar, aber

die Form der angeschriebenen Zahlen ohne üebersicht und nur wäh-

rend des Operireus selbst verständlich. Fehler waren dabei schwer zu
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finden, und in Rechnungen nicht sehr Geübte konnten sich hierin nicht

wohl versuchen. Es ist daher kein Wunder, dass für Cubikwurzeln

sich selten Beispiele finden.

Von S. 384 — 387 giebt Leonardo auch noch eine eingehendere

Theorie der Cubikwurzeln.

Soviel konnte ich mit den mir zu Gebote stehenden Hülfsraitteln

über das elementare Rechnen der Griechen und Römer und der Abend-

länder vom 7. bis 13. Jahrhundert angeben. Ohne Zweifel enthalten

die vielen handschriftlich erhaltenen Algorithmen ein und die andere

Abänderung des i n d i s c h e n Verfahrens, welches durch Alkhärizmi

den Arabern und in Uebersetzungen und Bearbeitungen wie die des

Joannes Hispalensis im christlichen Abendland bekannt wurde, doch

wird wesentlich neues schwerlich gefunden werden. Auch für die

Griechen und Römer können handschriftliche Funde oder Ausgrabun-

gen noch genauere Angaben möglich machen. Möge das Augenmerk

der Forscher auch auf die Spuren des elementaren Rechnens der frü-

heren Zeiten gerichtet sein !
—



A II h a n

Während des Druckes der vorliegenden Arbeit kamen mir noch

einige Aufsätze in die Hände, die solche Gegenstände betreffen, die

auch ich zu besprechen hatte. Ich erwähne sie desshalb hier unter

Beifügung der Bemerkungen, die sieh mir ergaben.

1) Recherche des traces anciennes du Systeme de TAbacus. Cal-

cul de Victorias et Commentaire d'Abbon; par M. Chasles in den

Comptes rendus 1867 Tome 64 pag. 1059—1067. Die Herausgabe der

Werke Gerbert's durch Oileris führte Chasles wieder auf das Rechnen

mit dem Abacus, aber er kennt leider die inzwischen erschienenen

Werke nicht; so ist, was er über den calculus des Victorius und den

Commentar des Abbo darüber sagt, bereits durch das überholt, was

Christ 1863 in den Sitzungsberichten der Münchener Akademie be-

kannt machte. Chasles kennt diese Arbeit nicht; auch ist ihm die

Geometrie des Boetius noch immer ein achtes Werk. f ,

2) Der Calculus Victorii von Prof. Hermann Kinkelin in den

Verhandlungen der naturforschenden Gesellschaft zu Basel. Diese

sehr dankeuswerthe Mittheilung über den Inhalt des Werkes des Vic-

torius bestätigt, was ich in Nr. 63 angegeben habe. Ebenso wird im

Wesentlichen bestätigt, was ausführlicher von 130 bis 133 gesagt ist.

Die Abweichungen sind folgende: Die 2. Tabelle hatte bezüglich der

ganzen Zahlen die Form

Fried lein, elenient. Arithm. - • j-»
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vim et vnii xviii

villi et VIII XVII

Vm et VIII XVI

und enthielt also das, was ich von den Einern in der 4. Tabelle an-

nahm. Von den Zwölfteln dagegen sind, wie ich angab, nur die ver-

bunden, welche zusammen 1 geben ; über die Form dieser Tabelle äus-

sert sich Kinkelin nicht. Zwischen der 2. und 3. Tabelle steht eine

Uebersicht der Zeichen für 1, 2 und 3 u. s. w. bis 12 Unzen. Die

3. Tabelle hat die Form De I t (trahe?) c R (restant?) dcccc

delt ccR decc
u. s. w.

In der 4. fehlen die Einer, die bereits in der 2. stehen. An Stelle

der 5. Tabelle, welche erst als die 9. erscheint, findet sich »die An-

gabe der Anzahl der scripuli, welche die einzelnen einfachen und zu-

sammengesetzten Brüche enthalten, von der dimidia sescla aufsteigend

um je 2 scripuli bis zur Unze, und von da um je 12 Scripeln bis zu

300 Scripeln.« Die 6. Tabelle enthält im Anfang eine Quadrattafel

der ganzen Zahlen von 1 bis 50 und eine solche der gemischten Zah-

len von 1\ um je \ steigend bis 14, wobei jede Abtheilung mit dem

Quadrat der ganzen Zahl beginnt. Im Uebrigen stimmt die Hand-

schrift, wie Kinkelin sagt, mit der Darstellung überein, welche Christ

davon gab, so dass also die Uebereinstimmung der Darstellung in der

Tafel mit den Citaten bei Abbo, die ich (s. oben 132) herzustellen

suchte, nicht statt hatte. Die ebendort erwähnte Stelle quo modo su-

periora .... geminantur wird auch von Kiukelin mitgetheilt, woraus

hervorgeht, dass sie an die vorher angeführte Totus prior u. d. ü. un-

mittelbar sich anreiht, dass aber dann noch beigefügt ist: usque [ad?]

XII locum, in quo XII \ in se CL j'^ (lies i\) efficiunt, eo quod duo-

decies \ geminantur. Dieser Zusatz bestärkt mich in der Annahme,

dass bei der Bildung der Quadrate das Produkt aus dem 1. und 2.

Glied 2 mal einzeln angeschrieben wurde bis zu XII, von dem der 4.

Theil 2 mal 3, also die ganze Zahl 6 giebt, welche sofort mit 144 zu

150 vereinigt wurde. Warum nicht dasselbe bei IIII und VIII ge-

schah, weiss ich nicht zu sagen. Die 7. und 8. Tafel scheinen in der

8. bei Kinkeliu vereinigt zu sein, doch reichen die von diesem mit-

getheilten Proben zur Entscheidung hierüber nicht aus. Als 9. Ta-

belle folgt nun bei Kinkelin noch die, welche von mir an die 5. Stelle

gesetzt wurde; sie reicht aber von as bis scripulus und enthält von as
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bis sescuncia nicht nur die Zahl der scripuli, sondern auch die der

unciae; dabei werden die Namen labus, distas, treas, quccras (sie),

sescle gebraucht, die aber schwerlich von Victorius herrühren. Viel-

mehr beweisen die im Weiteren folgenden 3 Erläuterungen mit »halb-

barbarischen« Worten, dass im Ms. nicht der Calculus des Victo-

rius für sich, sondern vielmehr eine Bearbeitung desselben etwa

aus dem 9. oder 10. Jahrhundert vorliegt. Vgl. Christ S. 109. Doch

lässt sich Bestimmtes nur sagen, wenn der wörtliche Inhalt der Hand-

schriften noch bekannt gemacht wird. Meinem Wunsche dieses zu

thun, stellten sich bisher nicht zu beseitigende Hindernisse entgegen.

3) Die Notiz über quingenta milia von Th. Mommsen im

Hermes HI, 3 S. 467 — 468. Dass Mommsen mit Recht das dem

Buchstaben q ähnliche Zeichen, das er auf 3 Steinen von Verona fand,

für 500000 erklärt, ergiebt sich aus der Anmerkung, die zu N. 40 ge-

macht ist. Es scheint das Bedürfniss die Zahlen über 10000 bequem

darzustellen auf verschiedene Wege geführt zu haben, die sich neben-

einander behaupteten, bis der bequemste den meisten Anklang fand.

4) Der Aufsatz: »Zum Hildesheimer Fund.« Von R. Schöne
in Berlin ; ebendort S. 469—479. In diesem Aufsatz sind Bemerkungen

Mommsen's über die röm. Bruchbezeichnung von S. 469 bis 475 ein-

gefügt, welche mich hoffen lassen, dass meine Arbeit nicht als eine

überflüssige erscheinen wird, da sie vielleicht einen Theil dessen er-

füllt, wozu Mommsen anregt. Vieles ist ohne Zweifel durch weitere

Forschungen noch aufzuklären, doch zweifle ich, ob sich der Gegen-
satz der alphabetischen Ganz- und der analphabetischen
Bruchzeichen (S. 473) bewähren wird. Ich muss zunächst dabei blei-

ben, dass alle römischen Zahlzeichen gewählte Verbindungen von

Strichen und Bögen sind unter Beiziehung der Anfangsbuchstaben von

Mille, Centum und Semis, und zwar des S früher als des C und M.

Endlich halte ich auch die Behauptungen, dass die römischen

Duodecimalbrüche »für wissenschaftliche Zwecke unbrauchbar« seien

(S. 471) und dass dieses »duodecimale Bruchzeichen System ziemlich
früh in so ferne aufgegeben worden zu sein scheine, als die eigenen

Zeichen für ^\, ^\, ^\^ des Pfundes ausser Gebrauch kamen« für zu

weit gehend. Die duodecimalen Brüche, selbst nur bis ^^j genügten

jeder wissenschaftlichen Genauigkeit der damaligen Zeit, und war es

auch nicht bequem, wenn man Zeichen gebrauchen wollte, Brüche

mit anderen Nennern auf die duodecimalen zu reduciren, so war es

doch nicht unmöglich. Dass Frontin die Zeichen für sicilicus und
sextula weglässt und dafür die Zahl der scripula setzt, und dass eben
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dieses auf der Mehrzahl der erhaltenen Denl\mäler geschieht (S. 474),

dürfte eher ein Zeichen sein, dass im Leben, wie gewöhnlich, die

Praxis eine Beschränkung auf die nöthigsten und bequemsten Zeichen

herbeiführte, und man also nicht eine n eue Weise einer alten gegen-

über zu stellen hat, sondern einen v u 1 g ä r e n Gebrauch einem gewähl-

teren. Vgl. N. 46 a. E.
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